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Wyktad jest po to, Zeby zrozumiec podstawowe pojecia,
przeksztalcenia i zaleznosci.

Mechaniki mozna sie nauczyé tylko przez samodzielng
prace.

Przedmowa

Podrecznik ”Wyklady z mechaniki ogolnej” jest przeznaczony dla studentéw
uczacych si¢ na wydziatach mechanicznych i im pokrewnych. W pracy omawiane
sg zagadnienia mechaniki, ktore sa przedmiotem wyktadow i é¢wiczen przewidzia-
nych programem zajeé na tych kierunkach ksztalcenia, na ktérych liczba godzin
przeznaczonych na mechanike nie przekracza 100. Jest to wiec kurs podstaw
mechaniki.

Trescia podrecznika jest newtonowska mechanika klasyczna — odnoszaca sie
do punktéw materialnych i mechanika ogélna — zajmujaca si¢ zagadnieniami
dynamiki ciata sztywnego. Przedstawione sa podstawy mechaniki; to jest staty-
ka, kinematyka i dynamika punktu materialnego, ukltadu punktéwmaterialnych
i ciata sztywnego. Pierwsze trzy rozdzialy obejmuja: wprowadzenie w zagadnie-
nia mechaniki, podstawy rachunku wektorowego — w odniesienin do mechaniki
ciala sztywnego oraz modelowanie wzajemnych oddzialywan pomiedzy ciatami.
Rozdzial czwarty dotyczy zagadnien réwnowagi ukladéw mechanicznych, a pia-
ty kinematyki punktu i kinematyki ciala sztywnego. Ostatnie trzy rozdzialy
poswigcone sa problemom dynamiki.

Taki uklad pracy jest podyktowany programem studiow. Zajecia z mechani-
ki prowadzone sg juz w pierwszym semestrze, kiedy to studenci nie maja jeszcze
odpowiedniego przygotowania z matematyki. Brak dostatecznej wiedzy dotycza-
cej rachunku rézniczkowego i rownan rézniczkowych w pierwszej czesci semestru
wymusza okreslong kolejnosé omawiania zagadnien mechaniki (statyka, kinema-
tyka, dynamika).

Omowienie rachunku wektorowego na pierwszych wyktadach umozliwia jego
konsekwentne wykorzystanie przy rozpatrywaniu kolejnych zagadnien mechani-
ki. Rachunek wektorowy jest przedstawiony w taki sposéb, ze stanowi wprowa-
dzenie w zagadnienia mechaniki. Jednoczesnie z wykladem podstaw rachunku
wektorowego realizowany jest zasadniczy cel ¢wiczen, jakim jest — wepierwszej
fazie kurswmechaniki — opanowanie umiejetnosci rzutowania wektoréw.i wyzna-
czanie momentu sity wzgledem punktu i wzgledem osi.

Ze wzgledu na koniecznosé selekcji materialu szereg zagadnien zostalo omo-
wionych skrétowo (np. ruch kulisty ciala), a niektére zupeliie pominigte (zde-
rzenia cial, metody mechaniki analitycznej). Z tych samych powodéw dowody
niektérych twierdzen nie zostaly tu przytoczone.

Przedstawione zagadnienia ilustrowane sa rozwigzaniami przyktadowych za-
dan.



Na koncu pracy zamieszczony zostal spis literatury wykorzystywanej przy
opracowaniu zamieszczonego materiatu. Chetnych do rozszerzenia i pogtebienia
wiadomosci z mechaniki ogdlnej odsytamy przede wszystkim do podrecznika [15]
(Osinski Z., Mechanika ogélna. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1994).
Nalezy doda¢, ze wiele zagadnien, ktére zostaly w tej pracy z koniecznosci po-
miniete, jest omdwionych w ksiazce Z. Osinskiego. Sposéb podejscia, a takze
oznaczenia uzywane w obu pracach sa zblizone i jednoczesne korzystanie z nich
nie powinno prowadzi¢ do nieporozumien.

Oprocz wskazania na podobienstwa w ujeciu zagadnien mechaniki do innych
opracowan z tej dziedziny, warto tez zwrdci¢ uwage Czytelnika na liczne pro-
pozycje oryginalnego podejécia i wyjadniania probleméw zawarte w tej pracy:
Jako przyklady mozna podaé¢: omoéwienie dzialan na wektorach nieswobodnych,
poruszenie niektérych zagadnien zwiazanych z modelowaniem ukladéw mecha-
nicznych, zwrécenie uwagi na dodatkowe warunki, jakie musza byé¢ spelnione
przy analizie szczegdlnych przypadkow ruchu ciata sztywnego.

W tym miejscu pragniemy podziekowaé Koledze Bogumilowi Mianowskiemu
za sugestie dotyczace pracy i udostepnienie szeregu rysunkow, a takzestuchaczo-
wi studium doktoranckiego, PanuTomaszowi Sochackiemu za wnikliwa lekture
catosci i przekazane uwagi.

Serdecznie dziekujemy prof. dr hab. inz. Walterowi Bartelmusowi z Poli-
techniki Wroclawskiej i prof. dr hab. inz. Zbigniewowi Powierzy z Akademii
Morskiej w Gdyni za zwrdcenie uwagi na niedociagniecia w recenzowanej wersji
pracy. Jestesmy pelni uznania dla pracy wlozonej przez Recenzentéw i wyraza-
my przekonanie, ze przyczynili sie do poprawy/jakosci tego podrecznika.

Lodz, maj — grudzien 2003
Autorzy
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Wykaz oznaczen

1

e Litery tacinskie duze

A B, C, .. — oznaczenia punktéw
Ea, Ep — energia kinetyczna (punktu materialnego, ciala lub
o uktadu materialnego) w punkcie A i w punkcie B
F,P,R,W — wektory sil (zewnetrznych, reakcji, wewnetrznych)
F,P,RW —  wartodci sil (dtugosci wektordéw f‘, f’, ﬁ, V_V)
F,, F,, F, —  rzut sily (f‘) na osie x, y, z
G — sila ciezkodci (jej warto$é jest okreslona jako G = mg)
Jo — masowy moment bezwladnosci wzgledem punktu
(bieguna)
Iz, Jy, I — masowe momenty bezwladnosci wzgledem osi x, y.i 2z
J@y)s Jyz), - — masowe momenty bezwladnosci wzgledem plaszczyzn
Joy, Jyz, Jow — momenty dewiacyjne
KB, KC, KO —  wektor kretu (punktu materialnego lub ciala sztywnego)
wzgledem bieguna B, C oraz O
d?f , dffto — pochodna wzgledem czasu wektora kretu wzgledem
punktu C oraz O
L, Lap — praca sity i praca sity wykonana podczas przemieszczenia
punktu przylozenia z potezenia A do B
1\7[]3, 1\7[C, M, - moment sity wzgledem punktu B, C, O
N — reakcja normalna, mocg sity
Q — wektor pedu (punktu materialnego, ciala sztywnego
lub uktadu materialnego)
% —  pochodna wektora pedu
S —  wektor gtéwny ukladu wektoréw
T, Ty, —~ sila tarcia i graniczna sila tarcia
e Litery lacinskie male
a, b, ¢, dgw. " —  dlugosci odcinkow i wektorow
a wektor przyspieszenia punktu (a oznacza dlugosé tego wektora)

Az Gy, Gz

rzuty wektora przyspieszenia punktu na osie x, y, z

IW wykazie podane zostaly wazniejsze oznaczenia uzywahe w tekécie. W pewnych sytu-
acjach znaczenie niektérych symboli moze byé inne niz podano w tym zestawieniu. Wszelkie
odstepstwa od podanego w wykazie sposobu oznaczen zostaly w pracy opatrzone odpowiednim

komentarzem.
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ar, ay
d'L

€z, €y, €2

g

k

m

n

T, I'pa, Fop
t

v

Ul‘) Uy7 Uz

Lay Yay Za

x7 y, Z

rzuty wektora przyspieszenia punktu na o$ styczna i normalna
do toru

elementarna praca sity

odleglosci (wykorzystywane przy definiowaniu masowych
momentéw bezwladnodci)

wektor przyspieszenia ziemskiego (g oznacza jego warto$é)
stala grawitacji; wspélezynnik sztywnosei sprezyny (sztywnosé
sprezyny albo stala sprezyny)

masa (punktu materialnego, uktadu punktéw, ciala sztywnego)

liczba naturalna (np. liczba punktéw materialnych,
liczba sil dzialajacych na uklad materialny lub cialo sztywne)

wektory okreslajace polozenie punktow

czas (t1, t2 oznaczaja wybrane chwile)

wektor predkosci punktu (v oznacza dlugosé tego wektora)
rzuty wektora predkosci punktu na osie x,y, z
wspOlrzedne wybranego punktu (A)

osie prostokatnego ukladu wspéirzednych! (lub wspéirzedne
punktu)

e Litery greckie

a7ﬁ)776

LT

& n ¢

T, 1, ()

), 0, ¢

katy pomiedzy dwoma wektorami, dwiema prostymi lub
plaszczyznami (przy opisie polozenia wektora a, 51y
oznaczaja katy skierowane pomiedzy osiami z, y i 2z

a wektorem)

wektor przyspieszenia katowego ciala

warto$¢ wektora przyspieszenia katowego ciala (w ruchu

ptaskim ciata ¢ = %)

wspblczynnik tarcia (us, 1 oznaczaja statyczny
i’ kinematyczny wspoélczynnik tarcia)

osie ruchomego ukladu wspélrzednych sztywno zwigzanego
7z ciatem

promien krzywizny toru (i masa wlasciwa ciala)

0§ styczna oraz o$ normalna (i binormalna)-do toru
poruszajacego sie punktu

katy opisujace orientacje ciala w przestrzeni (katy Eulera)
wektor predkosci katowej cialta
warto$¢ wektora predkoscei katowej ciala (w ruchu plaskim

i _ de
ciata w = %)
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Rozdziat 1

WPROWADZENIE

Przedmiotem rozwazan zawartych w tym podreczniku jest mechanika kla-
syczna i mechanika ogélna.

Mechanika klasyczna zajmuje sie¢ opisem ruchu cial, przy czym ciala sa za-
stepowane przez punkty materialne.

Mechanika ogélna zajmuje si¢ podstawowymi prawami, ktére pozwalaja na
opis ruchu cial. Charakterystyczne dla mechaniki ogélnejmodele to cialo sztyw-
ne i uktad cial sztywnych. Prawa i zalezno$ci opisujace ruch cial sztywnych obej-
muja prawa sformutowane dla punktéw materialnych (mechanika ogdlna zawiera
w sobie mechanike klasyczna).

1.1 Przedmiot zainteresowan mechaniki

Mechanika jest dzialem fizyki, ktérego przedmiotem jest opis ruchu cial.
W zaleznosci od tego, jakiego rodzaju cialami zajmuje si¢ mechanika rozréz-
nia sie:
e mechanike ukladow materialnych, w ktérej mozna wyrdznic:
— mechanike punktu materialnego,
— mechanike uktadu punktow materialnych,
— mechanike ciala sztywnego,
— mechanike ukladéw cial sztywnych (ukladéw wieloczlonowych),
e mechanike osrodkow cigglych obejmujaca:
— mechanike ciala stalego, a w niej
- teorie sprezystosci,
- teorie plastycznosci,
- mechanike pekania i inne,
— mechanike plyndw, z podzialem na hydromechanike (dotyczaca cie-
czy) 1 aeromechanike (zajmujaca sigigazami).

13



FIZYKA
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. ® o o o o O
mechanika

mechanika mechanika

uktadow osrodkow

materialnych ciggtych

(mechanika ogdina)

. mechanika mechanika

mechanika mechanika ciata ptynow
punktu ciata statego
materialnego sztywnego

(mechanika klasyczna)

sprezystosci

mechanika mechanika

ukfadu uktadow teoria
punktow ciat plastycznosci
materialnych sztywnych

(mechanika klasyczna) | | | | e

Rysunek 1.1: Gléwne obszary zainteresowan mechaniki

Mozna powiedzie¢ tak, ze w mechanice ukladéw materialnych podejmuje sie
badania nad tym co dzieje sie z cialem traktowanym jako calo$é (np. okresla
sie przemieszczenia, przyspieszenia); dlaiodmiany domena mechaniki o$rodkéw
ciaglych jest analiza tego co dziejé sie.wewnatrz ciala, to jest analiza naprezen,
odksztatcen (deformacji)!.

Mechanika klasyczna (newtonowska) zajmuje sie opisem ruchu punktéw ma-
terialnych, a wielkoécia niezmiennicza jest czas?. Mechanika ogdlng jest nazy-
wana rozszerzona o opis ruchu ciat — traktowanych jako sztywne bryty — wersja
mechaniki newtonowskiej®.

Mechanika ogdlna zajmuje si¢ prawami, ktére pozwalaja na opis ruchu mo-
deli cial. Stosowane w mechanice ogolnej modele to punkt materialny i ciato
sztywne, atakze uklady ztozone z punktéw materialnych i cial sztywnych. Nie-
ktore modele-cial uzywane w mechanice ogélnej (punkt materialny, uktad punk-
téw materialnych) moga by¢ wykorzystywane zaréwno w mechanice pltynéw, jak
i mechanice ciata stalego.

I Mechanika oérodkéw ciagtych nie bedzie tu omawiana. Zagadnienia, o ktérych mowa w me-
chanice o$§rodkéw ciaglych sa przedmiotem odrebnych zajeé¢ (np. wytrzymalosci materiatéw).

?Inne podejécie — zaproponowane przez Einsteina « wlasciwe mechanice relatywistycznej
wiaze sie z zalozeniem, Ze niezmiennicza jest czasoprzestrzen.

3Mechanika relatywistyczna, ani kwantowa nie beda tu przywolywane.
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Niekiedy dokonywany jest podzial na mechanike teoretyczna i mechanike
stosowang.

Mechanika teoretyczna jest czedcia fizyki teoretycznej i zajmuje sie opisem
ruchu cial pod wplywem dziatajacych sil.

Mechanika stosowana koncentruje si¢ na zastosowaniach mechaniki teore-
tycznej do rozwiazywania zagadnien spotykanych w praktyce (w technice). Przed-
miotem badan (obiektem badan) mechaniki stosowanej sa modele konstrukeji,
urzadzen, maszyn, pojazdéw. Czesto sa nimi fragmenty, podzespoly lub ele-
menty konstrukcji, urzadzen, maszyn, pojazdow. W zwiazku z tym uzywane sg
okreslenia: mechanika konstrukcji, mechanika maszyn, mechanika pojazdow.

Mechanikq analityczng zwyklo sie okresla¢ sposob podejécia do mechaniki
wywodzacy sie od J. d’Alemberta (1717-1783), J.L. Lagrange’a (1736-1813)
i rozwijany przez C.F. Gaussa (1777-1855), W.R. Hamiltona (1805-1865) i in=
nych, a polegajacy na zastosowaniu metod analizy matematycznej do opisu dy-
namiki uktadéw materialnych.

Dla porzadku nalezy jeszcze wspomnie¢ o specyficznych obszarach zaintere-
sowan mechanika, spotykanych u badaczy innych dyscyplin. Na przykladfizykow
i astronoméw interesuje ruch planet — co ttumaczy nieco archaiczna’dzis nazwe
mechanika nieba.

1.2 Podstawowe pojecia mechaniki

Do pierwotnych pojeé¢ mechaniki naleza:

- czas,

— przestrzen,

- masa,

- sila.

Na bazie tych pojeé¢ sa definiowane inne pojecia i wielko$ci uzywane w me-
chanice (np.: predko$é, przyspieszenie, ped, energia kinetyczna, moment sily,
praca sily).

Przy opisie ruchurcial rzeczywistych pomija si¢ nieistotne, z punktu widzenia
analizy, szczegdly. Postugujemy sie przy tym pewnymi idealizujacymi rzeczywi-
stos¢ pojeciamipktére zostang tu wymienione.

Punktem, materialnym nazywa si¢ cialo o nieskonczenie malych rozmiarach
i posiadajace mase. Masa punktu nie ulega zmianie. Jego polozenie okresla sig¢
tak jak potozenie punktu geometrycznego. Pojecie punktu materialnego wyko-
rzystuje sie przy opisie ruchu cial rzeczywistych, w takich przypadkach, w kté-
rych rozmiary cial w stosunku do odleglosci charakteryzujacych ruch sa niewiel-
kie i moga by¢ pominiete.

Zbiér wzajemnie na siebie oddziatujacych cial, z ktorych kazde mozna trak-
towac jako punkt materialny jest nazywany ukfadem punktow materialnych.
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Ukladem swobodnych punktow materialnych nazywa si¢ uktad punktéw ma-
terialnych, ktérego ruch nie podlega zadnym ograniczeniom pochodzacym spoza
tego uktadu.

Uktadem nieswobodnych punktow materialnych nazywa sie uklad punktow
materialnych, ktérego ruch podlega dodatkowym ograniczeniom. Ograniczenia
ruchu sa wyrazone poprzez dodatkowe warunki natozone na potozenia lub pred-
kosci. Ograniczenia natozone na ruch sa nazywane wiezami.

Cialem sztywnym nazywa sie taki szczegdlny uklad nieskonczenie wielu punk-
téw materialnych, w ktérym odlegloéci miedzy punktami pozostaja stale (nie
wystepuja wzgledne przemieszczenia punktow).

Uklad materialny (albo uklad mechaniczny) sklada sie ze skonczonej liczby
punktéw materialnych i/lub cial sztywnych, pomiedzy ktérymi zachodza wza-
jemne oddzialywania (np. ciala moga by¢ ze soba polaczone), a ich ruchy moga
podlegaé réznego rodzaju ograniczeniom.

Swobodny uklad materialny to uklad (skladajacy sie z punktéw materialnych
i/lub cial sztywnych), na ktéry nie oddzialuja inne ciala, albo ich‘oddzialywania
wystepuja w postaci znanych sil. Pojecie swobodnego uktadu punktéw material-
nych dotyczy takich ukladow, ktérych ruch spowodowany (jest+jedynie poprzez
sily, przy czym moga to by¢ sily wewnetrzne (dzialajace-pomiedzy punktami
tego ukladu) lub zewnetrzne (spoza ukladu).

Nieswobodny uklad materialny to uklad (skladajacy sie z punktéw material-
nych i/lub cial sztywnych), ktérego polozenie (alboruch) jest ograniczone przez
oddziatywanie innych cial. Ograniczenia nalozonena potozenie ciata lub uktadu
— wynikajace z oddzialywania cial nie nalézacych do rozpatrywanego ukladu sa
nazywane wiezamsi. Poza ograniczeniami natozonymi na polozenie wiezy moga
oznacza¢ warunki natozone na predkosei.

1.3 Podstawowe-zalozenia mechaniki

Podstawa mechaniki klasycznej sa:

— hipotezasniezmienniczosci G. Galileusza* (1564-1642),
— prawe dodawania predkosci (dotyczace ruchu wzgledem poruszajacego sie
ukladu.odniesienia).

4Hipoteza Galileusza oznacza, ze: Jesli prawa mechaniki sq wazne w pewnym ukladzie od-
niesienia, to sq one wazne w kazdym innym ukladzie poruszajecym sie ruchem jednostajnym
wzgledem ukladu odniesienia. Inne sformulowanie tej hipatezy: Podstawowe prawa fizyki sq
jednakowe we wszystkich ukladach odniesienia, ktére poruszajg sie wzgledem siebie ze stalg
predkosciq (bez przyspieszenia) [10]. Obserwacje i eksperymenty potwierdzaja stusznos$é tej
hipotezy.

16



Podstawowe aksjomaty (to jest zalozenia przyjmowane bez dowodu®) w me-
chanice stanowia trzy prawa sformulowane po raz pierwszy przez I. Newtona®
(1643-1727) oraz prawo grawitacji (prawo powszechnego ciazenia).

I

II1.

Pierwsze prawo dynamiki
W wersji podanej przez Newtona” w 1687 roku brzmialo

O Kazde cialo trwa w stanie spoczynku lub ruchu jednostajnego, dopdki
sity man dzialajgce tego stanu nie zmieniq.

Wspblczesne sformulowanie tego prawa jest nastepujace

® Punkt materialny, na ktéry nie dziala Zadna sita lub dzialajq sity,
ktorych wypadkowa jest wektorem zerowym, pozostaje w spoczynku lub
w ruchu jednostajnym prostoliniowym.

7 tego prawa wynika, ze bez dzialania sily zmiana predkosci ani.zmiana
kierunku ruchu punktu jest niemozliwa. Punkt nie moze ruszy¢ z miejsca,
zatrzymad sie ani porusza¢ sie wzdluz krzywej, o ile nie dziala na niego
sita. Prawo to jest nazywane prawem bezwladnosci.

Drugie prawo dynamiki
Newton podal taka formutle

& Zmiana ilosci ruchu (czyli pedu) jest proporcjonalna wzgledem sity dzia-
tajgcej © ma kierunek prostej, wzdtuz ktorej ta sila dziala.

Obecnie drugie prawo dynamiki‘jest przedstawiane w formie

® Pryyspieszenie punkturmaterialnego ma warto$é proporcjonalng do war-
tosci sity dzialajgcej ma ten punkt oraz kierunek i zwrot sily.

Prawo to mozna-przedstawi¢ w postaci wzoru
ma==F,
gdziexm, — masa punktu, a — wektor przyspieszenia punktu,/F — wektor

wypadkowy sil dzialajacych na punkt materialny.
Roéwnanie to, nazywane réwnaniem Newtona, jest podstawowym réwna-

5Obserwacje i do$wiadczenia potwierdzaja poprawnosé tych stwierdzen.

6W oryginalnym sformutowaniu praw Newtona jest mowa o ciatach, a nie punktach mate-
rialnych. Obecny stan wiedzy wymaga zastrzezenia, ze chodzi o ciala sztywne, ktére poruszaja
sie ruchem postepowym. Jedli jako model ciala przyjmie sie.punkt materialny, to takie zastrze-
zenia sg zbedne.

"Ttumaczenie praw Newtona zostalo zaczerpniete z/pracy [15].
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III1.

IV.

niem dynamiki punktu. Opis ruchu ciata sztywnego pod wplywem sit dzia-
tajacych na cialo jest bardziej skomplikowany z uwagi na mozliwo$¢ ob-
rotu ciata. Prawa dynamiki dla ciata sztywnego sa sformutowane w punk-
cie 8.8.3.

Trzecie prawo dynamiki
W wersji Newtona zostalo zapisane

O Kazdemu dzialaniu towarzyszy réwne i wprost przeciwne oddzialywa-
nie, czyli wzajemne dziatania dwdch cial sq zawsze rowne i skierowane
przeciwnie.

Wspblczednie trzecie prawo dynamiki mozna podaé¢ w formie

® Kazidemu dziataniu towarzyszy przeciwdziatanie. Sity, z jakimi oddzia-
tujg na siebie dwa punkty materialne s¢ réowne co do wartosei, majg
kierunek prostej przechodzqcej przez te punkty i majq przeciwne zwroty.

Prawo to oznacza, ze sily pochodza od oddzialywania punktow material-
nych (cial) na siebie, i ze oddzialywania te sa wzajemne. Trzecie prawo
dynamiki jest nazywane prawem dzialania i przeciwdzialania (albo akcji
i reakcji).

Prawo powszechnego ciazenia

Prawo powszechnego ciazenia dotyczy-jednego rodzaju oddzialywan po-
miedzy cialami — wzajemnego przyciagania sie cial.

® Wartosé sily wzajemnego oddziatywania pomiedzy dwoma punktamsi ma-
terialnymi okresla wzor

mims
2 b

F=k
r

przy czym:k = 6,672 - 10~ Nm? /kg? oznacza stalg grawitacji, my ims
masy punktéw materialnych, a r odleglos¢ pomiedzy punktami.

Sita, ciezkosci albo sila grawitacyjna Ziemi (oznaczana G)nazywa sie sile
7 jaka ta planeta oddzialuje na punkty materialne (ciala), znajdujace sie
na jej powierzchni (lub w poblizu). Jej warto$é mozna wyrazi¢ jako

mz
szzﬁm:mg,

gdzie m1 = myz oznacza mase Ziemi, mo =-m mas¢ punktu materialnego
(ciala), a R jego odleglo$é od $rodka Ziemi. Oznacza to, ze przyspieszenie
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ziemskie g, mozna wyznaczy¢ jako

-1 24
g=kMZ _g 672 . 10-11 226 10

~ 2
72 6,37 100)2 ~9,8 m/s”.

Do sformulowania spéjnej teorii (a taka jest mechanika ogdlna), oprécz przy-
toczonych praw, niezbedne sg jeszcze dodatkowe aksjomaty. Pozwalaja one na
sformutowanie praw ruchu dla ciata sztywnego na podstawie praw odnoszacych
sie do punktu materialnego. Te dodatkowe zalozenia sa wyszczegdlnione ponize;j.

V. Wielko$ci wektorowe stosowane w mechanice podlegaja regutom rachunku
wektorowego®.

VI. Niezaleznosé dziatania sit

® Duwie dowolne sity P, if’Q, przylozZone do jednego punktu ciala, mozna
zastapié silg wypadkowq W przylozong do tego punktu i przedstawiong
jako wektor bedacy przekgtng rownolegloboku zbudowanego na wektorach
sit P, i P,. Efekt (ostateczny) dzialania sily wypadkowejna cialo jest
takt sam jok lgczny efekt osobnego dziatania kazdej z.sil.

VII. Rownowaga ciala sztywnego pod dzialaniem dwu ‘sit

® Przy dzialaniu dwu sit cialo sztywne jest w. réwnowadze tylko wtedy,
gdy sily dzialajg wzdluz jednej prostej, §q przeciwnie zwrocone i majg
te same wartosci liczbowe.

Uktad dwu sit dziatajacych wzdtuz jednej prostej, przeciwnie zwréconych
i majacych takie same wartosci liezbowe, przylozonych do ciata sztywnego,
nazywa sie zerowym uktadem sit®.

VIII. Dodanie zerowego uktadu sil

® Ffekt dziatania ukladu’ sil przylozonych do ciala sztywnego nie ulegnie
zmianie, gdy do (tego ukladu dodamy lub odejmiemy dowolny zerowy
uklad sil.

IX. Zesztywnienie ciata (lub ukladu)

® Réwnowaga ciala odksztalcalnego (lub ukladu cial) nie zostanie naru-
szgona przez zesztywnienie tego ciala (lub ukladu cial).

Zalozenie to oznacza, ze przy rozpatrywaniu réwnowagiciata odksztal-
calnego mozna wykorzystywaé jego model, jakim jest.cialo sztywne. (Po-

8Warunki, jakie musza spelniaé¢ wektory, by mozliwe bylo ich dodawanie oraz inne kwestie
zwigzane z zastosowaniem rachunku wektorowego w mechanice ogdlnej sa omawiane w roz-
dziale 2.

9Zerowym ukladem sil mozna nazywaé kazdy uklad sit dzialajacych na ciato sztywne, o ile
kierunki dziatania sil przecinaja si¢ w jednym punkcie, a.ich suma jest réwna zero.
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dobnie, przy analizie réwnowagi uktadu ztozonego z cial, o poltaczeniach
dopuszczajacych ruchy cial wzgledem siebie, mozna bada¢ réwnowage mo-
delu, ktéry jest cialem sztywnym.)

Nalezy podkreslié, ze zalozenie odwrotne nie jest prawdziwe (to znaczy
rownowaga ciata moze zosta¢ naruszona, o ile zamiast modelu ciala sztyw-
nego zostanie uzyty model dopuszczajacy odksztalcenia ciata lub uktadu).

. Oswobodzenie od wiezdéw

® Kazde cialo nieswobodne mozna oswobodzié od wiezéw, zastepujgc przy
tym ich dzialanie odpowiednimi reakcjami. Dalej mozna rozpatrywad
ciato tak jak cialo swobodne, podlegajace dziataniu sil czynnych i reakcji
wiezow.

Reakcje wiezdéw sa nazywane silami biernymi. Sa one zalezne odssil ¢zyn-

nych (reakcje pojawiaja sie, gdy dzialaja sily czynne i znikajaygdy sily

czynne przestaja dzialaé).

Na podstawie podanych tu aksjomatéw beda wyprowadzone zaleznosci do-
tyczace opisu ruchu ciata sztywnego.

1.4 Modele stosowane w mechanice

Model definiuje sie jako taki dajacy sie.pomysle¢ lub materialnie zrealizo-

waé uklad, ktéry odzwierciedlajac lub odtwarzajac przedmiot badania, zdolny
jest zastepowac go tak, ze jego badanie dostarcza nam nowej informacji o tym
przedmiocie, a takze pozwala na sprawdzenie informacji znanych [1].

Model ukladu mechanicznego — to uklad punktéw materialnych i bryt
sztywnych wraz z modelami wzajemnych powigzan, oddzialywan otoczenia i ob-
ciazen zewnetrznych i wewnetrznych. Przyklady modeli uktadéw mechanicznych
sa pokazane na rysunkaeh 1:2'i 1.3.
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Rysunek 1.2: Model ukladu mechanicznego rowerzysta—rower z programu Wor-
king Model [22] (1 — ciala sztywne, 2 — polaczenia bezposrednie (przeguby),
3 — polaczenia posrednie (sprezyny, tlumiki), 4 — wiezy (ograniczenia ruchu),
5 — obciazenia zewngtrzne (cigzar cial) i wewnetrzne (sila nacisku na pedatl)

W modelu uktadu mechanicznego mozna wyrdzni¢ nastepujace elementy:

— model ciala, ktérym moze by¢ punkt materialny lub bryta sztywna (ciato
sztywne),

— model polgczen (lub powigzari) bezposrednich pomigdzy cialami wynikaja-
cych z oddzialywania w miejscach kontaktu cial (na powierzchniach cial),

— model polgczen (lub powigzan) posrednich, realizowany za pomoca dodat-
kowych elementéw!?, takich jak np. przeguby, fozyska, nierozciagliwe liny
(nici), tasmy,

— model oddzialywari zewnetrznych (wiezy); chodzi tu o oddzialywanie oto-
czenia na rozpatrywany uklad (toznaczy oddzialywanie innych cial, ktére
nie naleza do rozpatrywanego ukladu);

— model obcigzen, ktorymi moga by¢: sity skupione, pary sil, obciazenia cia-
gle (rozlozone) — pochodzace spoza ukladu (sily zewnetrzne) lub majace
swoje zrédlo w rozpatrywanym ukladzie (np. sity wewnetrzne pochodzace
od oddzialywania sprezyn czy ttumikéw laczacych ciala).

Bardziej szczegdlowe omowienie poszczegdlnych elementéw modelu ukladu
znajduje si¢ w nastepnych rozdziatach. W tym miejscu warto jeszcze wspommniéec
o podziale na poduktady.

Poduklady — wydzielone z ukladu ciala, czesci ciat lub grupy cial, ktére sa
rozpatrywane oddzielnie. Istotne jest to, ze w miejscach podzialuna poduklady
nalezy uwzgledni¢ wzajemne oddzialywanie cial (wynikajacez trzeciego prawa
mechaniki méwiacego o dzialaniu i przeciwdzialaniu).

10Elementy posrednie w modelu uktadu mechanicznego nie sg traktowane jako ciata — masa,
tych elementéw nie jest uwzgledniana (to znaczy zaklada, sie, ze ich masa jest réwna zero).
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Rysunek 1.3: Model podno$nika samochodowego z programu Working Model
[22] (1 — ciala sztywne, 2 — polaczenia bezposrednie (przegubowe), 3 — pola~
czenia bezposrednie (przegubowo-przesuwne), 4 — wiezy (ograniczenia ruchu),
5 — obciazenie zewnetrzne

Na zakoniczenie tych wstepnych uwag przytoczone zostaly dla porzadku okre-
$lenia réznych rodzajéw modeli uktadu uzywanych w mechanice!!. Sa'to modele:
fizyczny, matematyczny i wirtualny.

Modelem fizycznym nazywa si¢ zbiér informacji.o badanym zjawisku,
niesformalizowany pod wzgledem matematycznym.

Modelowanie fizyczne polega na wyodrebnieniu istotnych elementéow z roz-
wazanego zjawiska rzeczywistego, czyli ustaleniu: celu modelowania, praw fi-
zycznych rzadzacych zjawiskiem, cech jako$ciowych 1 charakterystyk ilociowych
obiektu oraz cech i charakterystyk sygnaléw wejsciowych [1]. Dla uktadu mecha-
nicznego sygnaltami wejsciowymi sa zadane sily zewnetrzne i/lub wewnetrzne,
a takze zadany ruch niektorych punktéw lub cial.

Model matematyczny odpowiadajacy przyjetemu modelowi fizycznemu
otrzymuje sie wprowadzajac sformalizowany opis zawierajacy informacje o zja-
wisku wyrazony w postaci zaleznosci analitycznych (réwnan i nieréwnosci).

Model wirtualny ukladu jest modelem tworzonym przy pomocy specjal-
nego programu komputerowego. Jest to model fizyczny uktadu wprowadzony do
komputera przy pomocy edytora graficznego (wyposazonego w narzedzia, ktére
pozwalaja na zadawanie wlasnosci modelu, obciazen, parametréw liczbowych),
automatycznie uzupekhiany o réwnania ruchu oraz zwiazki (prawa) fizyczne.

1 Nie wspominamy tu o modelach do$wiadczalnych uzywanych w badaniach eksperymen-
talnych.
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Rozdziat 2

WEKTORY I RACHUNEK
WEKTOROWY
W MECHANICE

Przed przystapieniem do omawiania szczegélowych probleméw zwiazanych
z mechanikg przypominamy kilka podstawowych pojéé¢ dotyczacych wektoréw
oraz rachunku wektorowego. Nalezy tu wspomnieé, ze zastosowanie rachunku
wektorowego pozwala na zwiezle wyprowadzenie zaleznosci stosowanych w me-
chanice. Druga zaleta ujecia wektorowego jest to, ze prawa przedstawione w za-
pisie wektorowym sa niezalezne od wyboru ukiadu wspédlrzednych i moga byé
sformulowane bez wprowadzania uktadu wspolrzednych.

Zastosowanie rachunku wektorowego,w mechanice wymaga jednak zwroéce-
nia uwagi na specyficzne cechy niektérych wektoréw (tzw. wektoréw nieswo-
bodnych). Dzialania na wektorach zdefiniowane w podrecznikach matematyki
dotycza wektoréw swobodnychs W mechanice précz wektoréw swobodnych wy-
stepuja wektory nieswobodne, dla ktérych niektére dzialania (np. dodawanie)
przeprowadza sie w specyfiezny sposéb. Warto dodaé, ze niekiedy dzialaniana
wektorach swobodnych nie maja sensu.

Niektére z wielkesci wystepujacych w mechanice to wielkosci wektorowe,
ktore sa scharakteryzowane poprzez: wartosé, kierunek, zwrot (np.: przemiesz-
czenie, predkosé i przyspieszenie punktu, sila, moment sity wzgledem. punktu,
ped, moment pedu). Wielkosé fizyczna mozna przedstawié jako wektor, jesli:

— jej wartosé, kierunek i zwrot nie zaleza od wyboru uktadu wspélrzednych,

— dodawanie jest zgodne z regula réwnolegloboku®.

1Kat obrotu ciata sztywnego nie jest wielkoscia wektorowa, mimo iz mozna okresli¢ jego
warto$é, kierunek i zwrot. Dodawanie katéw obrotu wokél réznych osi nie podlega regule
réwnolegtoboku.
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Reguta réwnolegloboku oznacza, ze sume dwdch wektoréw, o poczat-
kach lezacych w jednym punkcie, stanowi wektor, ktérego warto$é, kierunek
i zwrot wyznacza przekatna rownolegtoboku zbudowanego na wektorach sktado-
wych. Poczatek wektora sumy pokrywa si¢ z poczatkiem dodawanych wektorow
(rys. 2.1).

Druga grupe stanowia wielkosci skalarne, to znaczy wielkoéci okreslone po-
przez podanie ich wartosci (czas, masa, energia, moment bezwladnosci). Skalar
jest wielkodcia, ktorej wartosé nie zalezy od uktadu wspélrzednych?. Wszyst-
kie wielkosci skalarne beda oznaczane symbolami pisanymi czcionka pochylona
(np. t, m, E, J,). Dzialania matematyczne na wielkosciach skalarnych podlegaja
takim regutom, jak dziatania na liczbach i funkcjach.

Wielkosci wektorowe sa tu oznaczane czcionka pogrubiong z umieszczong
nad symbolem strzaltka (¥, V, &, F, M,, Q, Ko, itd.). Operacje matematyezne
wykonywane na wektorach (funkcjach wektorowych) podlegaja odmiennym —
od dziatan na skalarach — regutom.

2.1 Wektory - podstawowe pojecia,i definicje

Wektorem nazywa sie wielko$¢, ktora jest okreslona poprzez: wartosé, kie-
runek, zwrot i ktérej dodawanie okresla reguta xé6wnolegtoboku. W niektérych
przypadkach (chodzi o wektory nieswobodne) wektor jest okreslony dodatkowo
przez polozenie prostej dzialania lub polozenie poczatku wektora.

Wartosé (b) wektora (b) jest utozsamiana z jego dlugoscia (uzywa sie tez
okreslenia modul wektora i oznaczeniath =+b|). Kierunek wektora b jest wy-
znaczony prosta, na ktorej lezy wektor. Zwrot wektora jest zadany przez wy-
réznienie poczatku (A) oraz konca wektora (B) w ten sposdb, ze zwrot (grot
strzalki) wskazuje koniec wektora (rys. 2.1a).

a)

o

Rysunek 2.1: Przyklad wektora (a) i sposéb dodawania wektoréw (b)

2Wspélrzedna, okredlajaca polozenie punktu nie jest skalarem, gdyz zalezy od wyboru kie-
runku osi.
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Geometryczna reprezentacja wektora. Geometrycznie wektor przedsta-
wia sie poprzez podanie dwéch punktéw: poczatku i konca wektora. Poczatek
wektora okredla punkt przylozenia. Zwrot wektora jest okreslony od poczatku do
konca wektora. Warto$é wektora jest okreslona przez odlegto$¢ miedzy poczat-
kiem i koncem wektora. Prosta przechodzaca przez poczatek i koniec wektora
wyznacza kierunek wektora (rys. 2.1a).

Wektorem swobodnym nazywa sie wektor, ktéry ma okreslona wartosé,
kierunek i zwrot (a polozenie prostej dzialania i poczatku wektora sa dowolne).

Przykladem wektora swobodnego jest wektor predkosci punktéw cialta sztyw-
nego o ruchu postepowym (rys. 2.2). Znajac wektor v, réwny predkosci jedne-
go punktu takiego ciala, mozemy go przenie$¢ (zachowujac warto$é, kierunek
i zwrot) do dowolnego punktu tego ciala. Predkosci wszystkich punktéw ciala
sztywnego poruszajacego sie ruchem postepowym sa réwne v (V, = V, V3 = ¥,
Vp =V, itd.).

Rysunek 2.2: Przyktad wektora swobodnego — predko$¢ punktow ciala sztywne-
go poruszajacego sie ruchem postepowym

Innym przykltadem wektora swobodnego moze by¢ wektor momentu pary sit
dzialajacej na cialo sztywne/(omawiany w punkcie 2.5.1).

Rysunek 2.3: Przyklad wektora posuwnego — sila przylozona do sztywnej bryly

Wektorem zwigzanym z prosta (wektorem posuwnym) jest taki wek-
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tor, ktéry ma okreslong warto$é, kierunek i zwrot oraz potozenie prostej, na
ktorej lezy (rys. 2.3).

Przykladem wektora zwiazanego z prosta moze byé wektor sily przylozo-
nej do ciala sztywnego. Efekt dzialania przylozonej sily (np. ruch ciala) jest
niezalezny od punktu przylozenia sily, o ile dziala ona wzdluz tej samej proste;j.

W tym miejscu zaznaczymy, ze — w przypadku ciala sztywnego — zamiast
wiazaé¢ punkt przylozenia sily z poczatkiem wektora bedziemy — w zaleznosci od
potrzeb — przesuwaé wektor sity wzdluz prostej dzialania do dowolnego punktu.

Wektorem zwigzanym z punktem (wektorem zaczepionym) nazy-
wa sie wektor, dla ktorego sa okreslone: wartos¢, kierunek, zwrot i polozenie
poczatku wektora (zadany punkt przylozenia okresla jednoznacznie polozenie
prostej dziatania wektora).

a) c)

Rysunek 2.4: Przyklad wektora zwiazanego z punktem: a) cialo odksztalcalne
(sprezyste), b-d) deformacje wywolane sila P przylozona w réznych punktach
(B, C, D)

Rozpatrzymy zachowanie odksztalealnego ciala (np. wiotkiej powloki napel-
nionej gazem — balonu), do ktérego jest przylozonasila (rys. 2.4). Efekt dzialania
sity jest w tym przypadku zalezny od punktu przylozenia tej sity. Wynika stad,
ze sita dzialajaca na cialo .odksztalcalne jest wektorem zwiazanym z punktem
(przesuniecie sity do innego punktu powoduje zmiane zachowania ciala).

Wektory réwnelegle to wektory o jednakowych kierunkach (rys. 2:5).

Wektory réwne sa to wektory o jednakowych kierunkach, wartosciach
i zwrotach. Wektory réwne nie musza lezeé na jednej prostej (rys. 2.5b).

Wektory:.przeciwne to dwa wektory o jednakowych kierunkach, jednako-
wych wartoéciach i przeciwnych zwrotach. Wektory przeciwne nie. musza lezeé¢
na jednej prostej (rys. 2.5¢ 1 2.5d).

Wektory rownowazne to takie wektory, ktére Scisle przedstawiaja te sama
wielko$¢ (np. dwa wektory swobodne sa réwnowazne, jesli'sa réwne; dwa wek-
tory zwiazane z punktem sa réwnowazne wtedy, gdy sa réwne i maja wspdlny
poczatek).

Wektorem jednostkowym (wersorem) nazywa sie wektor, ktérego mo-
dul jest réwny jeden.
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Y d)

31”32”33 b1=b2=b3 C,=-C, a1=—d2

Rysunek 2.5: Rodzaje wektoréw: a) wektory réwnolegle, b) wektory réwne,
¢) i d) wektory przeciwne

Wektorem jednostkowym osi (wersorem osi) jest nazywany wektor;
ktorego modul jest réwny jeden, a kierunek i zwrot pokrywaja si¢ z kierunkiem
i zwrotem osi. Wersor osi x jest oznaczany symbolem f, osi y symbolem _f, a osi
2 symbolem K (rys. 2.6).

Zﬂ

vk k=1
I VR )
1 7='1 y

X

Rysunek 2.6: Wektory jednostkowe osi z, y, 2z

Wektorem zerowym-jest wektor o module réwnym zero.

2.1.1 Rzut wektora na os

Rzut wektora (& = AB) na of (z) bedziemy uwazaé za wielko$é licgbowa?
ay (rys. 2.7b)..Jej miara jest dlugosé odcinka A’ B’ opatrzona znakiem. Punkt
A’ jest rzutem punktu* A na oé z, a punkt B’ jest rzutem punktii-B na te os.

3W podrecznikach do mechaniki, jak i matematyki, mozna spotkaé dwa.odmienne sposoby
definiowania rzutu wektora na o$. Czes¢ autoréw proponuje definicje analogiczng jak przyjeta
powyzej (rzut wektora na oS jest liczba) — jako przyklad moga stuzyé prace [9, 15]. Inne
podejscie — zgodnie z ktérym rzut wektora na o$ jest wektorem — jest proponowane, miedzy
innymi, w pracach [5, 12].

4 Rzutem prostokatnym punktu A na o$ nazywa sie punkt A’, ktéry lezy w punkcie przecigcia
osi  z prostg prostopadla do = i przechodzaca przez punkt A (rys. 2.7a).

27



Rysunek 2.7: Rzuty: a) punktu na o$; b) wektora na o$

Rzut wektora na o$ wyznacza si¢ z zalezno$ci

[ = acosa ] 21

przy czym « oznacza kat skierowany pomiedzy osig x a wektorem a.

e

B//

Rysunek 2.8: Rzuty wektora na dwie réwnolegle do siebie osie

Na rys. 2.8 jest pokazany wektor a = AB sko$ny doosi z. Prowadzac przez
poczatek i koniec wektora dwie ptaszczyzny prostopadle do osi  mozna okresli¢
rzut wektora na te o$ (dtugosé rzutu okresla odcinek A’ B’). Latwo zauwazy¢, ze
rzut wektora & na o$ 2’ jest réwny rzutowi tego'wektora na o§ x (AB” = A’B’).
Wynika stad, ze rzutowanie wektora skosnégo do osi # mozna sprowadzi¢ do
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rzutowania tego wektora na oé 2/, ktéra jest réwnolegta do osi z i lezy w jednej
plaszczyznie z wektorem a.

® Rzuty wektora na osie réwnolegle i jednakowo zwrédcone sg sobie
réwne.
Sposéb okreslania kata o (@« =<(Ox,d), a =< (Ax’,a)) jest pokazany na
rys. 2.9.

Rysunek 2.9: Rzuty wektoréw na o$ z: a) dodatnia warto$é rzutu, b) ujemna
warto$¢ rzutu

Nalezy podkreslié, ze dla tak zdefiniowanego kata o (rys. 2.9) rzut wektora

na o$ bedzie dodatni dla katéw 0 < o < T forag 57 < a < 27 (tj. dla katéw

z pierwszej i czwartej ¢wiartki), a bedzie ujemmy dla katéw 5 < o < %w (czyli
dla katéw z drugiej i trzeciej ¢wiartki)s

Rzut wektora na o$, zdefiniowany w przyjety tu sposéb, jest tez nazywany
skladowa skalarna wektora [2].

¢ Wyznaczania rzutu wektora lezacego w pltaszczyznie zry na osie
— metoda 1 (rys. 2.9):

1. obraé¢ uklad osi xy,

2. w poczatku wektora umiesci¢ poczatek osi 2’ réwnolegtej do osi x
(rownolegle przenosimy o$ « do poczatku wektora),

3. oznaczyé kat (o) pomiedzy osia 2’ a wektorem (zachowujac kierunek
trygonometryczny),

4. wyznaczy¢ rzut wektora na o$ = zgodnie ze wzorem ag; = @, cos «,

5. jezeli 08 y jest prostopadla do osi z, to rzut na od.yjest'réowny a,, =
a; sin a.

Korzystajac z tej metody znak rzutu wektora na o$ otrzymuje sie — po pod-
stawieniu wartosci funkcji cos o (oraz sin o) — automatycznie. (Znak rzutu wek-
tora na o$ x wynika ze znaku funkcji cos a, a znak rzutu wektora na o$ y wynika
ze znaku funkeji sin a.)
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Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na — wygodny w praktyce — sposob okreslania
rzutu wektora na o$ w przypadku, gdy polozenie wektora jest okreslone przy
pomocy kata odmierzanego w inny sposéb (np. katéw «,, a,, «, pokazanych na
rys. 2.10).

6 a0 0 [a<0] 6 a0

a,=la cos a,| = -asina,)| a,= -|a cos &

Rysunek 2.10: Rzuty wektoréw na o$ — dla réznych sposobow okreglania kierun-
ku wektora

e Wyznaczania rzutu wektora lezgcego w plaszezyznie xy na osie
— metoda 2 (rys. 2.10):

1. obra¢ uktad osi xy,

2. przez poczatek wektora poprowadzié¢prosta réwnolegla do jednej z osi
(np. x),

3. przez koniec wektora poprowadzié.prosta rownoleglta do drugiej osi
(¥),

4. okredli¢ jeden z katéw 1 wyznaczy¢ przyprostokatne w otrzymanym
trojkacie (przeciwprostokatna ma dlugosé rzutowanego wektora),

5. warto$¢ bezwzgledna rzutu na o$ x (| a, |) jest réwna dlugosci bo-
ku trojkata réwnoeleglego do tej osi; dodatkowo nalezy okresli¢ znak
rzutu,

6. warto$é bezwzgledna rzutu na o$ y (| a, |) jest réwna dlugosci bo-
ku trojkata réwnolegtego do tej osi; dodatkowo nalezy okresli¢ znak
rzutu,

7. znak rzutu wektora na o$ jest dodatni, jesli wspdlrzedna poczatku
wektora jest mniejsza od wspélrzednej konca wektora (innymi stowy
znak rzutu jest dodatni, jeli koniec wektora znajduje sie # w stosunku
do jego poczatku — po stronie wskazywanej przez zwrot osi).

Z opisu drugiej metody wyznaczania rzutu wektora na o$ wynika, ze znak
rzutu nie jest otrzymywany automatycznie. Nalezy go okredli¢ oddzielnie.

PRZYKEAD 2.1.1
Wyznaczy¢ rzuty na oS x wektoréw a,, as, a,, pokazanych na rysunku 2.11.
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Dane sa dlugosci wektoréw a, = 3, a, = 2, a; = 4 oraz katy o, = 7 /6, o, = 27/3,
a; = 7/6.

a) b) ¢

)4

a;

X

0 0 0
a=a,cosq, a,= a,cos a, a;= -|a, sin'e)

Rysunek 2.11: Przyklady wyznaczania rzutéw wektoréow na o$ — przy réznych
sposobach okreslania kierunku wektora

W przypadku a) i b) — kat odmierzany jest od osi x,.a wiec rzut na te
oS wyznacza sie jako iloczyn dlugosci wektora i cosinusa kata jaki tworzy on
z osig x. Korzystajac z metody 1 otrzymuje sie:

T, Vi W3

alx:alcosa1:3~cosgz3~7 5 (2.2)
2 1
agl,:agcosagz2~cos§7r:2~(~§):71 (2.3)

(znak rzutu wynika tu ze znaku cosinusa kata).

Kierunek trzeciego wektora jest okreslony wzgledem prostej prostopadlej do
osi & — wykorzystana jest metoda 2 (znak rzutu okreslamy na podstawie zwrotu
wektora):

1
5="2 o (24)

as, = — | agsinag|=—|4- sin — |=—4-
6
2.1.2 Rzut wektora na prosta

Rzutem prostokatnym wektora (& = A_B) na prosta [ jest nazywany wektor
(d}), ktérego poczatek A’ jest rzutem punktu A na prosta I,a koniec B’ jest
rzutem punktu B na te prosta (& = A’B’). Miara (a;) rzutu,wektora na prosta
jest dlugosé odcinka A’B’ (rys. 2.12b). Mozna ja okreslié¢ jako

[ar=aca]. 25)
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a)

Rysunek 2.12: Rzuty: a) punktu na prosta; b) wektora na prosta

2.1.3 Rzut wektora na ptaszczyzne

Rzutem prostokatnym wektora (& = A_B) na plaszczyzne mest nazywany
wektor a, = A’'B/ , ktérego poczatek A’ jest rzutem punktu A na plaszczyzne®
m, a koniec B’ jest rzutem punktu B na te plaszczyzne. Miara (ax) rzutu wektora
na plaszczyzne jest dlugosé odcinka A’B’ (rys. 2.13).

[ = aeesa ) 26)

Rysunek 2.13: Rzut wektora na ptaszczyzne

2.1.4 " Przedstawienie wektora za pomoca rzutéw na osie

Dla wyrazenia wektora za pomoca wielkosci skalarnych (takich jak dlugosé
wektora, wsp6lezynniki kierunkowe lub katy okreslajace kierunek wektora) ko-
rzysta sie z mozliwosci przedstawienia wektora zaspomoca jego rzutéw na dwie

5 Rzutem prostokqtnym punktu A na plaszczyzne nazywa sie punkt A’, w ktérym prosta
przechodzaca przez punkt A i prostopadla do plaszczyzny m przebija te plaszczyzne.
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osie lezace w jednej plaszczyznie z wektorem lub za pomoca rzutéw na trzy
dowolne® osie.
Przedstawienie wektora swobodnego za pomocg rzutéw na dwie osie

Kazdy wektor swobodny mozna w sposéb jednoznaczny opisaé¢ za pomoca
rzutéw tego wektora na dwie nieréwnolegte osie, lezace w jednej plaszczyznie
z wektorem. Taki sposéb przedstawienia wektora ilustruje rysunek 2.14.

a) b)

Rysunek 2.14: Rzut wektora na osie lezace w_jednej.plaszczyznie z wektorem:
a) rodzina plaszczyzn, b) osie lezace w jednejz\plaszczyzn

Przez wektor mozna poprowadzi¢ rodzine plaszczyzn w taki sposéb, by
wszystkie te plaszczyzny przecinaly sie-wzdluz prostej, ktora okresla kierunek
wektora (rys. 2.14a). W kazdej z takich plaszczyzn mozna poprowadzié¢ dwie nie-
réwnolegte osie (np. 71 1)7 iprzedstawié¢ wektor (&) przy pomocy jego rzutéw
na osie:

ar = acosa ,
ap = acosf3 . (27)

W przypadkuy gdy osie 7 1 7 sa wzajemnie prostopadle (a + 5 =7/2) — jak
na rysunku 2.15+ otrzymuje sie:

B=m/2—a,
cos 3 = cos(m/2 — a) = sin« (2.8)

6Takie osie muszg, jednak spelniaé dwa warunki: nie mogg.byé¢ do siebie réwnolegte i nie
moga leze¢ w jednej plaszczyznie.

7Spos6éb oznaczenia osi jest tu bez znaczenia. Symbolami 7, 1 bedziemy postugiwaé sie
w kinematyce do oznaczenia osi stycznej i normalnej do toru.
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oraz

ar =acosa,
ap = asina .

(2.9)

Rysunek 2.15: Rzut wektora na dwie prostopadte osie lezace w jednej ptaszczyz-
nie z wektorem

Na podstawie rzutow wektora na dwie wzajemnie do siebie prostopadte osie,
tworzace z wektorem jedna plaszczyzne, ' mozna w prosty sposéb wyznaczyc

dlugoéé wektora
a=,/a2+al

a takze okresli¢ kierunek wektora — na podstawie wartosci funkcji sin o i cos a:

(2.10)

a a
cosw= — . sina=—L. (2.11)

a a
Na podstawie znakéwfunkcji sin v i cos o okresla sie ¢wiartke, w ktérej znajduje

sie kat a, a na podstawie wartosci tych funkcji wyznacza sie¢ wartosé kata .

Przedstawienie wektora swobodnego za pomoca rzutéw. na trzy osie

Jesli’ chcemy przedstawi¢ wektor swobodny za pomoca rzutéw na osie nie
lezace w jednej plaszczyznie z wektorem, to mozna go w'sposéb jednoznaczny
przedstawi¢ za pomoca rzutéw wektora na trzy osie. Kierunki tych osi nie moga
by¢ rownolegle, a ponadto osie nie moga leze¢ w jednej plaszczyznie. Zazwy-
czaj wybiera sie w takim przypadku osie kartezjariskiego uktadu wspédtrzednych
prostokatnych xyz (rys. 2.16). Zaleta takiego ukladu wspélrzednych jest prosty
sposéb wyznaczania wektora na podstawie jego rzutow.
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W przypadku, gdy znana jest dlugosé (a) wektora (a) oraz katy (a, 3, 7),
jakie tworzy ten wektor z osiami uktadu wspélrzednych kartezjanskich xyz (lub
réwnolegle przesunietego wzgledem zyz ukladu 2'y’2’), to rzuty wektora sa okre-
$lone jako:

ay =acosa,
ay = acosf3, (2.12)
a, = acosvy .

Wektor pokrywa si¢ z przekatna prostopadloscianu o bokach réwnych a,, ay, a.
(rys. 2.16b), a jego dlugos¢ jest réwna

— /a2 2 2
a = ,/az +a; +a;

przy czym o oznacza kat skierowany pomiedzy osia z (z') a wektorem &, —kat
skierowany pomiedzy osia y (y') a wektorem a,, v — kat skierowany/pomiedzy
osig z (2') a wektorem &.

(2.13)

a) z b)
B

B

B
o)
A

m a.

J W

a y o7 a v

af( A/ {, y
x/ B B X “

Rysunek 2.16: Rzuty wektora: a) na plaszczyzny xz, ay, yz oraz osie x, y, z,
b) rzuty na osie z’, ¢/, 2’

Na podstawie wzoréw (2.12)—(2.13) mozna udowodnié¢ tozsamosé

‘ cos? o+ cos? B+ cos?y=1 |. (2.14)

Jedli kierunek wektora jest okreslony za pomoca innych katéw —mna przyktad
d 1 (rys. 2.17), to rzutowanie przeprowadza sic w dwéch etapach: najpierw
wyznacza si¢ rzut wektora a na o$ z i na plaszczyzne zy, a nastepnie wektor
axy rzutuje si¢ na osie x i y. Mamy zatem:

a, = acos(90 — &) = asind |

|azy| = acosd (2.15)
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a nastepnie

Ay = |agy|cosp = acosdcosp ,

Ay = |azy| c0s(90 — ) = acosd cos(90 — ¢) = acosdsingp . (2.16)

Rysunek 2.17: Rzuty wektora a na plaszczyzne xy oraz na osie x, v, z

Ostatecznie otrzymuje sie rzuty wektora & na osie xpy, 2 (2/, v/, 2') w po-
staci:

Gy = acosdcosy ,
ay = acosdsing , (2.17)
a, = asing .

Przedstawienie wektora zwigzanego z-prostg za pomocg rzutéw na
osie

Kazdy wektor zwiazany z prosta mozna opisa¢ za pomoca rzutéw wektora
na dwie nieréwnolegle osie, lezace w jednej plaszczyznie z wektorem. Dodatkowo
nalezy okresli¢ polozenie prostej, wzdtuz ktérej wektor dziala.

Taki sam wektor — zwiazany z prosta — mozna przedstawi¢ za pomoca rzutow
tego wektora na trzy dowolne, nieréwnolegte i nie lezace w jednej plaszczyznie
osie oraz podajac polozenie prostej, wzdtuz ktorej wektor dziata. Polozenie pro-
stej mozna okresli¢ przez podanie wspolrzednych dowolnego punktu tejprostej.

Przedstawienie wektora zwigzanego z punktem za pomoca rzutéw na
osie

Kazdy wektor zwigzany z punktem mozna opisaé¢ za pomoca rzutéw wek-
tora na dwie nieréwnolegle osie, lezace z tym wektorem w"jednej plaszczyznie.
Dodatkowo nalezy okresli¢ potozenie poczatku wektora.

Wektor zwiazany z punktem mozna tez przedstawi¢ za pomoca rzutéw tego
wektora na trzy dowolne, nieréwnolegle i nielezace w jednej plaszczyznie osie
oraz podajac polozenie punktu, ktory jest poczatkiem wektora.
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2.1.5 Wspodlrzedne wektora

Wspotrzednymi wektora a8 w kartezjanskim ukladzie wspélrzednych zyz na-
zywa si¢ wielkoSci az, ay, a. okreslone jako réznice odpowiednich wspéirzednych
konca i poczatku wektora (rys. 2.18)

Ay = Tp — Tp,
Ay = Yp» — Yar, (2.18)

Gy = Zgr — Zpo -

Wspélrzedne maja wartosé dodatnia (znak ”+7), jesli xp > x4 (xpr >
T, xpm > xpm); W przeciwnym przypadku maja wartosé ujemna (znak 7).

a) z b)

Rysunek 2.18: Wspolrzedne (a)1 rzuty wektora (b)

Wspblrzedne wektora sa rownowazne rzutom tego wektora na osie. Rzut
wektora jest pojeciem wynikajacym z geometrycznego przedstawienia wektora, a
wspoélrzedna jest pojeciem wynikajacym z analitycznego przedstawienia wektora
(omawianego w nastepnym punkeie).

2.1.6 Analityczne przedstawienie wektora

Wektor swobodny mozna przedstawic za pomoca jego wspoélrzednych dgnay,
a, (rzutéw na osie'wyz lub z'y’z’) w postaci

a=a,i+ ayj + ak |, (2.19)

—

gdzie f, _f, k sa wersorami osi (wektorami jednostkowymi osi) ukladu
wspOlrzednych zyz (rys. 2.18).

Dla jednoznacznego przedstawienia wektoréw zwigzanych z prosta lub z punk-
tem, précz wyrazenia o postaci (2.19), ktére pozwala-na wyznaczenie dlugosci,
kierunku i zwrotu wektora, konieczne jest jeszcze okreslenie polozenia wektora.
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Potozenie moze by¢ zadane przez wskazanie punktu potozenia poczatku wektora
lub punktu, przez ktéry przechodzi prosta, z ktora wektor jest zwiazany.

2.1.7 Macierzowa reprezentacja wektora

Dogodna reprezentacja wektora (na przyklad wektora &) okreslonego w prze-
strzeni kartezjanskiej za pomoca wspétrzednych a,, a,, a. okreslonych w ukta-
dzie xyz jest macierz kolumnowa® o wymiarach (3 x 1), oznaczona symbolem a

da—a=|a,| . (2.20)

Przy wykonywaniu dzialan na wektorach, ktére realizowane sa z pomoca kom-
putera, bardzo przydatna jest reprezentacja wektora w postaci macierzy kwa-
dratowej o wymiarach (3 x 3) — oznaczonej tu symbolem A

0 —a. ay
a—A=1| a, 0 —a;| . (2.21)
—ay A 0

2.2 Algebra wektoréow

Zdefiniowane dalej dzialania na wektorach dotycza wektoréw swobodnych.

Wykonywanie niektérych dziatan dla‘wektoréw zwiazanych z prosta lub
punktem moze by¢ bezsensowne podswzgledem fizycznym. Przykladem takich
wektorow, ktérych dodawanie nie ma, sensu, sa sily dzialajace na odksztalcalne
ciato (rys. 2.19).

b)

1)

=

Rysunek 2.19: Przyklad wektora zwiazanego z punktem: a).cialo odksztalcone
pod wplywem sit 131, 132, 133; b) suma dzialajacych sit P=P +P, + 133;
c¢) odksztalcenia wywolane sila P przylozona w jednym punkcie

8Macierz kolumnowa jest niekiedy nazywana wektorem.
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Efekt dzialania sit 131, 132 i 133 jest widoczny na rys. 2.19a. Deformacje
takiego ciala wywolane sila f’, ktéra jest suma dzialajacych obciazen (f’ =
P,+P,+ f’s), sa zalezne od punktu przylozenia tej sity (rys. 2.19¢) i réznia sie
w istotny sposéb od odksztalcen spowodowanych przyltozeniem poszczegdlnych
sit w punktach A, B i C. Sila P nie jest rownowazna z ukladem sit 131, 132, P..
Zastepowanie sil dzialajacych na cialo odksztalcalne — w przypadku, gdy sily
sa przylozone w réznych punktach ciala — wektorem réwnym sumie tych sil jest
bledem (jest bezsensowne).

Dziatania na wektorach spetniaja nastepujace prawa:

— przemiennosci i tacznoécei dla dodawania,

— rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania,

— taczno$ci mnozenia przez skalar,

— istnienia wektora zerowego i przeciwnego
i maja odpowiednio zdefiniowane iloczyny: skalarny i wektorowy [9].

2.2.1 Dodawanie wektoréow

Dodawanie wektoréw okresla reguta réwnolegtoboku (rys. 2:20).

® Suma dwéch wektoré6w o wspdélnym poczatku jest wektorem
o dlugosci i kierunku przekatnej ré6wnolegloboku zbudowanego
na tych wektorach. Poczatek wektora sumy pokrywa sie z po-
czatkiem dodawanych wektoréow.

N

K
)

A

Rysunek 2.20: Dodawanie dwéch wektoréw (&, + &, = )

Dlugos$é wektora'a (8 = &, + &,) mozna wyznaczy¢ na podstawie’wzoru cosi-
nusow jako

a = /a2 + a2 — 2a,a, cos(m — §) (2.22)

lub

a=+/a?+ a2+ 2a,a, cos? |. (2.23)
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Kat a okreslajacy kierunek wektora sumy w stosunku do kierunku wektora a,
— wyznaczony na podstawie wzoru sinuséw (=22 = m) — okredla funkcja

sin

ino
sina = 2519 (2.24)
a
Analityczne przedstawienie sumy wektoréow a; i a, jest nastepujace
a, +a,= (all. + agx) f-i— (aly + agy)j-i- (alz + agz) E =a. (2.25)

Wspéltrzedne (lub rzuty na osie) wektora & bedacego suma wektoréw a, i &, sa
réwne sumie wspolrzednych wektoréow sktadowych, to znaczy:

4, +d, =8 < a; =015 +0a2; ay=ay+azy; a =a.+a .(2.26)

Odejmowanie wektoréow a, i a, jest rownowazne dodawaniu wektoréw 'a,
i —a,, to znaczy

—
—

& — &, =&, 4 (—&,) = (a1, — ag.) 1 + (a1y — azy) j + (a1 — os) K . (2.27)

Dodawaniu wiekszej liczby wektoréw sprowadza sie do wielokrotnego uzycia
reguly réwnolegloboku (rys. 2.21b).

b) ok
\33\ ard 3y
L )

Rysunek 2.21: Dodawanie(wektoréw swobodnych: a) dodawane wektory a,, a,,
a;; b) metoda réwnolegtoboku; ¢) metoda wieloboku

Dodawanie wektoréw metoda réwnolegloboku stosuje sie w przypadku, gdy
wektory maja wspolny poczatek lub, gdy mozna je przesunaé do wspdlnego
punktu.

Przy dodawaniu wiekszej liczby wektoréw swobodnych uzywa sie bardziej
efektywnego sposobu dodawania wektorow, jakim jest mmetoda wieloboku
przedstawiona na rys. 2.21c.

® Suma wektoré6w swobodnych jest wektorem otrzymanym w ta-
ki sposéb, ze w koncu jednego wektora umieszcza sie poczatek
nastepnego. Poczatek pierwszego i keniec ostatniego wektora
wyznaczaja poczatek i koniec wektora sumy.
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Szereg wielkosci wektorowych wykorzystywanych w mechanice ogdlnej to
wektory zwiazane z prosta (np. sila, predko$é katowa ciala sztywnego) lub
z punktem (np. predkosé i przyspieszenie punktu ciala sztywnego o niezerowej
predkosci katowej). Dodawanie takich wektoréw podlega dodatkowym rygorom.

Dodawanie wektoréw zwigzanych z prosta

Jak wspomniano wczesniej dzialania zdefiniowane dla wektoréw dotycza
wektoréw swobodnych (to jest takich, ktére moga byé przesuniete réwnolegle
do dowolnego punktu przestrzeni).

Przy dodawaniu wektorow zwiazanych z prosta stosuje sie regute rownolegto-
boku, z tym, ze mozliwosci przesuwania wektoréw sa ograniczone do prostych,
wzdluz ktérych dzialaja te wektory (rys. 2.22).

a) b) c) .
//# \\\\\\/

Rysunek 2.22: Dodawanie wektoréw zwiazanych z przecinajacymi sie prostymi
li, lails

Kolejne etapy dodawania wektorow zwiazanych z prostymi sg przedstawione
na rys. 2.22b i rys. 2.22c. Wektor a, ktory jest suma trzech wektoréw a,, a, i a,
lezy na prostej [. Polozenie tej prostej jest $cidle okreslone wzgledem [y, I57i I3
i nie zalezy od kolejnosei-w jakiej dodawane sa wektory. (W przypadku wektoréw
swobodnych, ktorych dodawanie zilustrowano rysunkiem 2.21, polozenie prostej
[ jest dowolne).

Dodawanie wektoréw zwigzanych z punktem

Wektory zwiazane z jednym punktem dodaje si¢ tak jak wektory swobodne
— metoda réwnolegloboku lub wieloboku (koniec ostatniego wektora wyznacza
koniec wektora sumy).

Jesli wektory sa zwiazane z punktami o réznym.pelozeniu, to nie mozna ich
dodawac.
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2.2.2 Skladowe wektora

Sktadowymi wektora nazywamy taki zbior wektoréw, ktorych suma jest row-
na temu wektorowi. Kazdy wektor mozna przedstawi¢ za pomoca sktadowych
o roznych kierunkach. Liczba wektoréw sktadowych moze by¢ dowolna, na przy-
ktad

A=4a & +..+an, lub &=a,i+a,j=ax+ay, (2.28)

gdzie a,, ..., dp sa wektorami skladowymi wektora a, podobnie ax, ay.
Rozklad wektora na sktadowe nie jest dziataniem jednoznacznym.

y
B B
ay R
a, a
A e
A ay
0=5 ax
A B X

Rysunek 2.23: Sktadowe (dx, ay) i rzuty (a., a,) wektora a dla prostopadtych
osi zy

We wspoélrzednych prostokatnych diugosci sktadowych o kierunkach osi sa
réwne rzutom wektora na osie (rys.2.23). Réznice pomiedzy rzutami wektora
a wartosciami sktadowych wektora sa wyraznie widoczne, jesli przedstawiamy
wektor w ukladzie wspélrzednych ukosnokatnych (rys. 2.24).

Rysunek 2.24: Skladowe (ax, ay) i rzuty (a., a,) wektora a dla osi xy nachylo-
nych wzgledem siebie pod katem ¢
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2.2.3 Iloczyn wektora przez skalar

Tloczyn wektora a przez skalar ¢ jest wektorem b o kierunku i zwrocie
wektora mnozonego (a), a dlugosci b réownej dlugosci wektora & pomnozonej
przez skalar ¢

cd=b, b=ca |, (2.29)

gdzie a, b sa dlugoéciami wektorow a i b.

2.2.4 Iloczyn skalarny dwéch wektoréow

Symbolem mnozenia skalarnego jest kropka 7" (lub 7.”).
Tloczyn skalarny wektoréw a i b jest wielkoscia skalarna (oznaczona/tu
jako ¢) okreslong zaleznoscia

d-b =c=abcos(J(a,b)) = abcosa = azb, + ayby, + azb, |, (2.30)

w ktérej « jest katem pomiedzy wektorami a i B, a i b sg dlugosciami, a a,, a,,
... by wspélrzednymi tych wektordw.

Iloczyn skalarny dwoch wektoréw w mechanice jest wykorzystywany do wy-
znaczania rzutu wektora na o$, pracy sily, a takze przy ‘definiowaniu energii
kinetycznej.

2.2.5 Tloczyn wektorowy dwéch wektorow

Symbolem mnozenia wektorowego jest znak ” x”.
Tloczyn wektorowy dwéch wektoréw a i b jest wektorem (oznaczonym
tu jako d)

—

dxb=d |, (2.31)

o nastepujacych wlasnosciach:
e wektor d jest prostopadly do wektora a i wektora b,
o dlugoéé wektora d-jest réwna’

d=|d| = absin(J(&,b)) = absina |, a€<0, m> (2.32)

e zwrotwwektora d jest taki, ze tréjka wektoréw (&, B, &) stanowi uktad

prawoskretny (zwrot wektora d moina tez okresli¢ korzystajac z reguly
$ruby prawoskretnej lub reguly prawej dloni); sposéb*okreslania zwrotu
wektora d ilustruja rysunki 2.25 — 2.27.

9Wartosé iloczynu wektorowego d = absin a jest réwna polu réwnolegloboku zbudowanego
na wektorach & i b.
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Rysunek 2.25: Zwrot wektora iloczynu wektorowego dwoch wektoréw o wspol-
nym poczatku (d =& x b)

Rysunek 2.26: Wyznaczanie zwrotu iloczynu wektorowego wektoréw (& x b= &)
— regula $ruby prawoskretnej

Rysunek 2.27: Wyznaczanie zwrotu iloczynu wektorowego wektoréw (& x b= &)
— regula prawej dloni
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Uktad wektoréw (&, B, &) jest nazywany prawoskretnym, jesli dla obser-
watora ustawionego réwnolegle do wektora d (rys. 2.25) obrét wektora & do
wektora b (o kat mniejszy niz 7) jest przeciwny do ruchu wskazéwek zegara.

Zwrot wektora d jest zgodny z przemieszczeniem $ruby (o gwincie pra-
woskretnym) obracanej (o kat mniejszy niz m) od wektora & do wektora b
(rys. 2.26).

Zwrot wektora d wskazuje keiuk prawej dloni umieszczonej nad wektorem a
w taki sposéb, by palce wskazywaly wektor b (rys. 2.27).

Podstawowe wlasnosci iloczynu wektorowego dwédch wektorow sa nastepuja-
ce:

— spelnia prawo rozdzielnoéci wzgledem dodawania & x (B +¢) =ax b+ax c,

— nie spelnia prawa przemiennosci, gdyz a x b = —b x a,
— spelnia prawo tacznosci przy mnozeniu przez skalar (na) x b = n (a x b).

Bardzo przydatne jest przedstawienie iloczynu wektorowego za pomeca wy-
znacznika trzeciego stopnia

B R
d=axb=l|a, a, a (2.33)
by b, b,

lub wyznacznikéow drugiego stopnia

ay a

b, b

v |ax a,

-5y K. (2.34)

Wyznaczniki zawieraja wspélrzedne mnozonych wektoréw w prostokatnym, pra-
woskretnym uktadzie wspélrzednych zyz. Po rozwinieciu wyznacznikéw otrzy-
muje si¢ analityczna posta¢ wektora d

d =& xb = (ayb. — a.by) i+ (aby — azb.)j + (azby — aybs) Kk |. (2.35)

Taki sposéb przedstawienia iloczynu wektorowego dwéch wektordéw zawiera wszy-
stkie informacje dotyczace wektora d=ax B, to jest w sposéb jednoznaczny
okresla jego wartosé, kierunek i zwrot.

Wektor, ktéry otrzymuje sie na podstawie iloczynu wektorowego dwéch wek-
torow swobodnych jest wektorem swobodnym.

W zagadnieniach mechaniki iloczyn wektorowy jest uzywany-do mnozenia
wektorow zwiazanych z prosta lub z punktem. Mnozone wektory moga lezeé¢
na prostych skosnych. Rezultat mnozenia jest zazwyczaj wektorem zwiazanym
z punktem (np.: moment sily wzgledem punktu, skladowe predkosci i przy-
spieszenia punktu ciala sztywnego, kret). Wynika to z fizycznej interpretacji
wielkosci wyznaczanej na podstawie iloczynu wektorowego.
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PRZYKEAD 2.2.2
Dla zadanych wektoréw a = 31+ 2}—}— 0k oraz b = 21 + 35_'—1— 0k wyznaczy¢

ich iloczyn skalarny i wektorowy. Narysowac¢ wektor d = a x b.

ROZWIAZANIE
Zadane wektory sa pokazane na rysunku 2.28a.
a) b) z
- ‘-
dly
2

Rysunek 2.28: Wektory a i b oraz d

Do wyznaczenia iloczynu skalarnego ¢ = & ; b uzyty bedzie wzor (2.30)
c=&-b=azb, +ayb, +ab,=3+2+4+2-3+0-0=12.

Tloczyn wektorowy d=axhb wyznaczymy, obliczajac wartos¢ wyznacznika
trzeciego stopnia, okreslonego wzorem (2.33)

B i Gk i jk o
d=axb=|g a a,|=[3 2 0|=(9-4)k=5k.
betb, b.| |2 3 0

Wynik tego mnozenia (wektor d=3ax B) jest przedstawiony na rys. 2.28b.

PRZYKEAD 2.2.3
Dane sa wektory a i B, przy czym: a = 3, oy = w/6, 1 =x/2, 1 = 7/3,
b=2, a0 =7/6, fo = w/3, 72 = 7/2 (rys. 2.29a). Wyznaczyé iloczyn skalarny
oraz wektorowy wektoréow a i b. Narysowa¢ wektor d=axbi wyznaczy¢
cosinusy katow okreslajacych kierunki tego wektora.
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ROZWIAZANIE

y //‘B:

X

Rysunek 2.29: Wektory a i b oraz d

Przed wykonaniem mnozenia wektorow zostana okreslone rzuty tych wekto-
réw na osie (wspolrzedne wektoréw):

\/53\/5’

Ay =a cosqy =3 — =

2 2
ay =acosf =3-0=0,
B _3 1 3
a; =acosmn =35 =,

S
i
&

I
O

by = b cosas

|/—
no

by=bcosf=2- =1,
0.

[\

b, = b cosyy, = 2.0

Tloczyn skalarny wektoréw (zgednie z (2.30))

— 2 3 3
c:§~b:azbm+ayby+azb2:3-§~\/§+0-1+§~0:5\/6.

Tloczyn wektorowy. wektoréw (wzdr (2.33))

) S S I O e
d=dxb=la a, a|=|3V2 0 3|=-Ji+5V3j+ VRk.
by by b V3 1 0

Wynik tego mnozenia (wektor &) jest przedstawiony na rys..2.29b.
Cosinusy kierunkowe wektora okresla si¢ na podstawie wartosci rzutéw wek-
tora na osie oraz dlugosci wektora. Dlugosé¢ wektora d

2
d=\/d2+d2+d?= \/(—;)2+(;\/§)2+(5\/5)2= \/77%37674-




Cosinusy kierunkowe wektora d okreslaja zaleznosci:

d,  —3
cosa = — = —2 2,408,
d 27
2
d, 3V3
cosfB=-4 = 2\/_'50,707,
d 27
2
d. 3V2
cosy = = 2\/_%0,577. &

Podwdéjny iloczyn wektorowy

Iloczyn wektorowy jest dziataniem na dwoch wektorach. Wektor otrzymany
w wyniku tego dzialania moze by¢ mnozony przez kolejny wektor. Taka ope-
racje — nazywang podwojnym iloczynem wektorowym — mozna przeprowadzad
etapami. Podwoéjny iloczyn wektorowy mozna tez przedstawié¢ za-pomoca dwdch
iloczynéw skalarnych!®

dx(bxé)=b(a-¢)-c(@-b) | (2.36)

Iloczyn mieszany trzech wektoréw

Tloczynem mieszanym trzech wektoréw.bedziemy nazywali skalarny iloczyn
jednego wektora przez wektor bedacy-wynikiem wektorowego mnozenia dwéch
wektorow.

& (b X&) = ay (byc. — bacy) + ay (bace — bucs) + az (bucy — bycs) |- (2.37)

Wynikiem tego dziatania jest’wielkosé¢ skalarna.
Iloczyn mieszany trzech wektoréow mozna przedstawi¢ za pomoca nastepu-
jacego wyznacznika

ay Gy G
&-(bx& =|by by, b.|. (2.38)
Cx Cy Cg

2.3 Moment wektora wzgledem punktu

Pojecie momentu wektora wzgledem punktu jest uzywane w mechanice wie-
lokrotnie. Jednym z podstawowych poje¢ statykiljest moment sily wzgledem

1OWyprowadzenie tego wzoru mozna znalezé np. W, pracy [15].
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punktu. W dynamice waznym pojeciem jest moment pedu wzgledem punk-
tu. Réwniez w kinematyce wykorzystywane sa wielkosci, ktére zdefiniowane sg
w analogiczny sposob, cho¢ nazwy takie jak moment wektora predkosci ka-
towej wzgledem punktu sa rzadko uzywane.

Powszechnie przyjmuje sie nastepujaca definicje momentu wektora wzgledem
punktu

Mo(a) =F x & |, (2.39)

przy czym T jest wektorem poprowadzonym od punktu O do poczatku wektora
a (rys. 2.30a).

a) Xﬁo(a)ax i
a

Rysunek 2.30: Moment wektora a wzgledem punktu O

Zauwazmy, ze taki sam rezultat otrzymuje sie, prowadzac wektor r "od punk-
tu O do dowolnego punktu lezacego na prostej o kierunku wektora a (rys. 2.30b).
Wynikiem mnozenia wektoréw ¥ x a-oraz T x & jest wektor prostopadly do
plaszczyzny, w ktoérej leza te wektory,a jego dlugosé jest rowna

M, =rPsina =1r'Psina’ = Ph, (2.40)

przy czym (rys. 2.30)

h=rsina=1"sina . (2.41)
7 whasnosci iloczynu wektorowego (& x b = —b x &) wyniKis, 76 moment
wektora wzgledem punktu (2.39) mozna przedstawié¢ jako Mg(a) = —a x ¥ =

ax (—r) lub w postaci 1\710(5) = a X1y, gdzie wprowadzono wektor r, przeciwny
do T (Y5, = —F).

W nastepnych podrozdzialach szczegélowo jest omdéwione pojecie momentu
sity wzgledem punktu. Momenty innych wektoréw (np- predkosci katowej, pedu)
wyznacza sie w taki sam sposob jak moment sity.
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2.3.1 Moment sily wzgledem punktu

Moment sily P, dzialajacej na punkt materialny (B) (rys. 2.31a) lub na
cialo (rys. 2.31b), wzgledem dowolnego punktu A, jest zdefiniowany jako

M,=fxP |, (2.42)

gdzie T jest wektorem poprowadzonym z punktu A do poczatku wektora P (albo
do dowolnego innego punktu lezacego na prostej o kierunku wektora 13)
Moment sitly wzgledem punktu jest wektorem zwigzanym z punktem
(z tym punktem, wzgledem ktérego moment jest okreslony). Z tego wzgledu na
rysunku poczatek wektora momentu M, jest umieszczony w punkcie A.

Rysunek 2.31: Moment sily P wzgledem punktu, A (1\71A =T x 13)

Te sama wielkosé¢ (M, ) mozna przedstawiéw postaci
M, =P x Fys (2.43)

gdzie ¥y, = —7 (¥4 jest wektorem przeciwnym do T).
Wartos$é (dlugos$é) wektora momentu ‘sity wzgledem punktu wyznacza sie —
na podstawie definicji iloczynu wektorowego — jako

‘MAersinazPh ‘,

—
[N}
=

44)

przy czym « (rys. 2.31) jest katem pomiedzy wektorami T i P (« :<)(f",f’);
a €<, m>).

Moment sily wzgledem punktu A mozna wyrazi¢ poprzez wspélrzedune (r,
Ty, T2) 1 (PpsPynPs) wektoréw r i P w prawoskretnym ukladzie wspélrzednych
xyz w _postaci (por. (2.35))

M, = (ryP. — 7. P) i+ (1. Py — 12 P.)j + (re Py — 7y Pu)K | (2.45)

Przy takim przedstawieniu wektora momentu jego dlugesé¢ M, jest okreslona
zaleznoscia

M, = \[(ryP. — 12P))? + (rs Py — 1y PR (r Py — 1y Po)? . (246)
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PRZYKLAD 2.3.4
Zadana jest wartosc sity P (P =3 N), a jej kierunek jest okreslony za po-
moca katéw § = w/4 oraz ¢ = 7/3. Poczatek wektora P znajduje sie w punkcie
B(0,2,0) (rys. 2.32a). Wyznaczy¢ moment sily P wzgledem punktu O(0,0,0).
Narysowaé wektor momentu Mo (P).

ROZWIAZANIE

Moment sity wzgledem punktu jest okreslony za pomoca iloczynu wektorowe-
go M, (13) =FxP.Na podstawie zadanych wartosci P, 8, ¢ oraz wspotrzednych
punktu B mozna okresli¢ wspotrzedne wektorow Pifr (rys. 2.32):

LA ENEN

P, =P sindcosp =3 — =

2 2 4
N V2 13
Py—fPsmésmgaf—3-7.§,71\/5’
PZ:Pc055:3~§:g\/§

oraz

x/

M(P)

Rysunek 2.32: Sita Pi jej moment wzgledem punktu O

Iloczyn wektorowy M, =FxP wyznaczymy, obliczajac warto$¢é wyznacz-
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nika trzeciego stopnia okreslonego wzorem (2.33)

B R i j K
Mo=¢fxP=|r, r, 7, 0 2 0 |=
PP P| |36 “3v3 3va

3 =7 - 3 , - ~
:2-5\/§i+0j—2-1\/6k24,24i—3,67k.

Wektor 1\710, to jest moment sily P wzgledem punktu O, jest wektorem o wspol-
rzednych (3v/2, 0, —%\/6) Jego dlugosé jest réwna

M, =1/(3V2)% + (—;\/6)2 = \/gg 5,612 Nm .

Wektor M, jest przedstawiony na rys. 2.32b. &

Moment sity wzgledem punktu — przypadek szczegdlny

Rysunek 2.33: "Dodatni i "ujemny” moment sity P lezacej w plaszczyznie xy
wzgledem punktu A w tej plaszczyznie

W przypadku, gdy sila P i punkt A leza w plaszczyznie xy (P, =0, ry =
0), to moment.silyswzgledem punktu A jest wektorem prostopadlym. do tej
plaszczyzny (ma kierunek osi z — rys. 2.33a) i jest okreslony wzorem

M, = (roP, — ryPo)K |. (2.47)

Site P mozna przedstawi¢ w postaci sumy sit P =Py —|—f’y (lub jako P="P i+
Pyj) 7Z zalezmosci (2.47) wynika, ze moment sity f’y, zwrdconej zgodnie z 0sig y,
ktéra powoduje obrét!! ciata sztywnego wzgledemi osi z w lewo (rys. 2.33b), jest

1 Zaktadamy przy tym, ze cialo ma mozliwo$é obracania sie wokét osi z przechodzacej przez
punktA.
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”dodatni” (ma zwrot zgodny z osia z — rys. 2.33a). Moment sily 13X, 0 zZwrocie
zgodnym ze zwrotem osi x, ktéra usiluje obracaé¢ cialo sztywne wzgledem osi z
w prawo, jest "ujemny” (ma zwrot przeciwny do osi z).

W sytuacjach analogicznych do pokazanej na rysunku 2.33 mozna stoso-
waé ponizsza regule dotyczaca znaku (zwrotu) wektora momentu sily wzgledem
punktu A.

® Moment sity powodujacej obrét ciala (dookota osi przechodzacej
przez punkt A) w lewo jest ”dodatni”, a moment sily usilujacej
obrécié¢ cialo w prawo jest ”ujemny”.

Wektor momentu M, okreslony wzorem (2.47) mozna przedstawi¢ w formie
M, = +|Pyry — Pyry|k =+ M, k , (2.48)

gdzie "+” oznacza znak (dodatni lub ujemny) wyrazenia (r, P, — r, P, ), nato-
miast |Pyr, — Pyry| oznacza warto$é bezwzgledna tego wyrazenia, czyli dlugosé
wektora M, — wyznaczona na podstawie (2.46)

M,y =\/(ry Py — 1y Pp)? = |Pyry — Pyry| > 0. (2.49)

Przedstawienie wektora momentu silty P wzgledem: punktu A w postaci
(2.48) powoduje, ze znak wektora momentu musi byé okreslony oddzielnie (na
przyklad na podstawie podanej wezeéniej reguly).

Przy rozwiazywaniu zadan wymagajacych okreslenia sumy momentéw po-
chodzacych od sit lezacych w jednej plaszczyznie mozna ograniczy¢ obliczenia do
wyznaczenia wartosci i znaku wektora momentu sit wzgledem punktu lezacego
w tej samej plaszczyznie.

Warto$¢ i znak wektora momentuimozna okresli¢ dwiema metodami:

— metoda pierwsza polega na wykorzystaniu wyrazenia 2.47, ktore generuje
zaréwno wartos¢ jak i znak tego wektora na podstawie rzutéw P, Py, 74, 7y

+M, = Pyro — Pary |, (2.50)

— metoda druga polega na wykorzystaniu diugosci rzutéw |Py|, |P,|, |72|:]7y]
do obliczenia warto§ci skladnikéw momentu |Py||r,| oraz |P,||r,|, a znakitych
sktadnikéw sa okreslane na podstawie przytoczonej reguly dotyczacej znakow

M, = [P, [ra| £ [Pe] Iry] |- (2.51)

2.3.2 Moment sity okreslonej za pomoca sktadowych

Jesli sita P jest okreslona poprzez sity sktadowe (f’ =P, +P,+.. + fi),
to jej moment wzgledem dowolnego punktu A mozna przedstawic¢ jako

—

1\7IA:Fxf’:FxP1+Fxf’2+...+f’xf’n, (2.52)

93



lub
M, (P) = My(P,) + M4 (P,) + ... + M, (P,) . (2.53)
Na podstawie wzoru (2.53) mozna sformutowaé twierdzenie

® Moment sity P (P = P, + P, + ... + P,) wzgledem dowolnego
punktu jest rowny sumie momentéw sit sktadowych Pl, Pz, cee s
P, wzgledem tego punktu.

Twierdzenie to zostalo udowodnione przez Varignona (w roku 1687) — na drodze
geometrycznej — i jest nazywane twierdzeniem Varignona.

PRZYKEAD 2.3.5

Rysunek 2.34: Przyklad wyznaczania> momentéw sit lezacych w jednej ptasz-
czyznie

Wyznaczy¢ wartos¢ i.znak wektora sumy momentow sil P,iP, wzgle-
dem punktu A (rys=2.34). Dane sq wartosci skladowych tych sil: |P,,| <6 N;
B,| =7 N; |P{=10 N; |P,,| = 6 N oraz odleglosci: a = 0,9 m; b = 0,6 m;
c=1,4m;d=0,5 m.

Do rozwiazania zadania zostana wykorzystane zaleznosci (2.50)'1 (2.51) po-
zwalajace na wyznaczenie wartosci i znaku wektora sumy momentéw sil. Przy
tak okreslonych danych jak w tym zadaniu wygodniejsza jest'druga z podanych
metod.

Na podstawie (2.51), po podstawieniu zadanych wartosci: |r1,| = a, |r1y| =,
|ro| = ¢, |roy| = d, otrzymuje sie:

+M,(P,) = £ |Piy||rie] £ |Pra| |righ=£7-0,9+£6-0,6;
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—

£ M, (P,) = + |Pay| [roz| £ |Pos| 1oy = £6-1,44£10-0,5 .

Wykorzystujac regule (podana na stronicy 53) pozwalajaca na okreslenie zna-
kéw — na podstawie kierunku obrotu ciala, wzgledem punktu A, wymuszanego
dzialajacymi silami — mamy:

—

+M,(P,)+ M,(P,)=9,9-13,4=-3,5 Nm..

Taki sam wynik otrzymuje sie, uzywajac pierwszej metody (wzér (2.50)).
W tym przypadku nalezy najpierw okresli¢ znaki rzutéw poszczegolnych wek-
toréw. Na podstawie rysunku 2.34 i danych wartosci liczbowych znajdujemy:

rie=0a=0,9; 7y =0b0=0,6;
ror =c=1,4; 1oy =—d=—0,5;
Py =—6; Py =T7;
ng;:—lo; ng:—6.

Po podstawieniu do (2.50) otrzymuje sie:

+M,(P,) = Pyyriy — Prariy =7-0,9 — (—6) - 046 =
=6,3+3,6=9,9 Nm,

+M,(P,) = Payroy — Pogray = —6-1,4 — (—10)7(—0,5) =
= -84-50=-13,4 Nm,,

+M,(P,) + M,(P,) =9,9—13,4=£335 Nm.

Wartosé wektora sumy momentow sit PiP, wzgledem punktu A jest rowna
3,5 Nm, a jego znak jest ujemny (dzialajacesily usiluja obrécié cialo w prawo).

¢

2.4 Moment sily wzgledem osi

Oprécz pojecia momentu sity wzgledem punktu w mechanice wprowadza
sie pojecie momentu sity’ wzgledem osi. W odréznieniu od momentu sity wzgle-
dem punktu (ktéry jest wielkoscia wektorowa) moment sily wzgledem'osi jest
wielkoécia skalarna'2.

Na rys. 2.35 jest przedstawiony moment sily P wzgledem osi x. Jest on
oznaczony symbolem M,. Dodatkowo pokazany jest wektor M, oznaczajacy
moment sity P wzgledem punktu A lezacego na osi x.

® Moment sity wzgledem osi jest rowny rzutowi, na te oS, wektora
momentu sily wzgledem dowolnego punktu lezacego na osi.

12W niektérych pracach dotyczacych mechaniki moment sity wzgledem osi jest uwazany za,
wektor.

95



M, =M, cosa |, (2.54)

Rysunek 2.35: Moment sily P wzgledem osi 2, (M)

Moment (M) sily wzgledem osi @ mozna przedstawié¢ za pomoca iloczynu
skalarnego wektora momentu sity (M, ) wzgledem dowolnie obranego na tej osi
punktu (A4) i wektora jednostkowego osi 2" (wetsora i)

M, =M,i, gdziee My =7 xD . (2.55)
Podobnie — dla osi y i 2

My, =M, cos3 = MAJ,

(2.56)
Mg= M, cosvy = M., - K ,

przy czym [ i v oznaczaja katy skierowane pomiedzy osiami y i z a wektorem
M., Zalezmosci (2.54) “(2.56) wynikaja z wlasnosci iloczynu skalarnego (2.30).

Znajac moment sity wzgledem dowolnego punktu A, wyrazony w postaci
wektorowej wzorem (2.45)

~

M/ =1 (ryP, —1.Py) —l—.f(rsz —r,P,)+ k (ro Py —ry By, (2.57)

mozna wyznaczy¢ jego rzuty na osie ukladu wspbélrzednych ryz, w ktorym 84
okreslone Wspolrz@dne wektoréw ¥ i P (rys. 2.36). Mnozackolejno wektor M,
przez i, j i k, otrzymuje sie

M, =M, =ryP. —1.Py
My =M,j = r.Py — roBes (2.58)
M, =M, Efrzprrypx.
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Wielkosci okreslone we wzorze (2.58) oznaczaja momenty sity P odpowiednio
wzgledem osi z, y i 2.

zA

M, =My,

X

Rysunek 2.36: Moment sity P wzgledem punktu A oraz momenty tej sity wzgle-
dem osi x, y iz

2.5 Uktady wektoréw — redukcja uktadu
wektorow

Uktadem wektoréw nazywa sie zbiér wektoréw przedstawiajacych jedna wiel-
ko$¢ fizyczna (na przyklad zbidr sit dzialajacych na cialo).

W wielu przypadkach okreslony zbiér wektoréw mozna zastapi¢ innym, row-
nowaznym mu ukladem wektoréw. Na ogédl dazy sie do uzyskania uktadu row-
nowaznego — o jak najmniejszejliczbie wektoréw. W takim przypadku mowi si¢
o redukcji uktadu wektorow.

Ukladem wektoréw rownowaznym do danego ukladu jest taki uklad
wektorow, ktory wywoluje taki sam efekt. Na przyklad uktadem sil réwno-
waznym do zadanegeo ukladu sil dzialajacych na cialo jest taki uklad, ktorego
dziatanie wywolujeiidentyczny ruch ciala (albo identyczne reakcje podpér, albo
identyczne-deformacje) jak uklad zadany.

W dalszym ciagu rozwazan bedzie mowa o réwnowaznych ukltadach sit dzia-
tajacych na ciala sztywne.

2.5.1 Para sil — moment pary sit

W mechanice wprowadza sie pojecia pary sit i momentu pary sit (rys. 2.37).
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® Para sil to dwie sily réwnolegle, ale nie lezgce na jednej prostej,
o jednakowych warto$ciach oraz przeciwnych zwrotach (P i —P)
— dzialajace na (jedno) cialo sztywne.

Rysunek 2.37: Para sit (a) i wektor momentu pary sit (b)

Para sil dzialajacych na cialo sztywne usiluje obracaé cialo (i jesli cialo ma
mozliwosé ruchu, to obraca sie pod dzialaniem pary sit).

® Jesli na swobodne cialo sztywne dziala para sit (dwie sity Pi-P
nie lezace na jednej prostej), to ciale nie jest w réwnowadze.

Wielkoscig charakterystyczng dla pary sil jest moment pary sil.

® Momentem pary sitl nazywa sie-wektor ré6wny sumie momentéw
sit — stanowigcych pare — wzgledem dowolnego punktu.

Zgodnie z definicja moment pary sit'jest okreslony wzorem

M, = Fep X P 4 Fop X (=P) |. (2.59)

Zaleznosé (2.59) moze by¢ przeksztalcana w nastepujacy sposob
M = Fop X P T X P = (Fop — Fon) X P =Taa x P =M, . (2.60)

Latwo wykazaé, ze moment pary sit wzgledem punktu A jest identyczny

M, = Fap X (—P) = —Fga X (=P) = Fya x P = M, « (2.61)

7 podanych zaleznosci wynika, ze moment pary sil nieszalezy od wyboru

punktu, wzgledem ktérego jest wyznaczony (M = Mg.= My = M). Oznacza

to, ze wektor momentu pary sil jest wektorem swobodnym — ale zwiazanym
z cialem, do ktérego przylozona jest para sil (rys. 2.38).

® Moment pary sit (1\71) jest wektorem. réwnowaznym parze sit (f’
i —P) dzialajacych na cialo sztywne.
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Rysunek 2.38: Moment pary sit wzgledem réznych punktéw

Wartosé, kierunek i zwrot wektora momentu pary sil okresla si¢ na podstawie
regut stosowanych dla wektorowego iloczynu wektoréw. Wektor momentu pary
sit jest prostopadly do plaszczyzny, w ktorej leza sity, jego zwrot wynika 'z reguty
$ruby prawoskretnej (lub reguly prawej dloni), a wartos¢ wyznaczassie jako

[ai=pi]. 26

Odleglosé h jest nazywana ramieniem pary sil.

2.5.2 Wektor gltéwny i moment gtéwny ukladu sit

Na rysunku 2.39 jest przedstawione ciato sztywne obcigzone uktadem sit nie
lezacych w jednej plaszczyznie.

Dowolny uktad wektorow jest okréslony przez:

— wektor gléwny ukladu wektoréw (§),

—

— moment gtéwny ukltadu wektoréw (Mgo) wzgledem punktu O.

® Wektorem gléwnym (S) uktadu n sit (P, i = 1...n) jest wektor
swobodny, ktory jest sumg wszystkich sit nalezgcych do uktadu

S=> P,;. (2.63)
1=1

® Momentem gléwnym uktadu sit (1\7Igo) nazywa sie wektor réwny
sumie momentéw — wzgledem wybranego bieguna (O) — wszyst-
kich sit (P;, i = 1...n) nalezacych do ukladu

n

n
Mgo = Z 1\7101- = Z Fi X 132 ) (2.64)
=1 =1
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Rysunek 2.39: Uklad sit (P;, i = 1...n) dzialajacych na cialo sztywne oraz jego

— -

wektor gléwny (S) i moment gléwny (Mg()

2.5.3 Redukcja uktadu sit

Uktad sil dzialajacych na cialo sztywne mozna zastapi¢ innym, réwnowaz-
nym mu ukladem sil, o ile wektory gtéwne obu ukladow sit i ich momenty gléwne
wzgledem wspdlnego, dowolnie wybranego bieguna sa sobie réwne.

Dowolny uktad dziatajacych na ciato sztywne sil — zwiazanych z prostymi
(lub z punktami) — moze by¢ zastapiony przez uklad zlozony z dwoch wektoréw:

—

— wektora gléwnego ukladu sit'(S),

—

— momentu gléwnego ukladu sil wzgledem dowolnego punktu (Mgo).

W szczegolnych przypadkach kazdy z tych wektoréw moze byé réwny zero.
Na przyktad dla pary sit P "~ P wektor glowny jest réwny zero (§ =P-P =
0 ). Dla uktadu sil, ktérych kierunki dzialania przecinaja sie w jednym punkcie
(O), moment gléwny wzgledem tego punktu jest réwny zero (MgO =0).

Jedli uktad sibmozna zredukowac do jednego wektora i jest nim wektor gtéw-
ny (§), to taki wektor nazywa sie wektorem wypadkowym ukladu sil, (albo wy-
padkowq sit).

Wektor gléowny S jest niezalezny od polozenia punktu przyjetego za bie-
gun do redukcji. Z tego wzgledu wektor gléwny jest nazywany niezmiennikiem
ukladu wektorow.

Jak wspomniano wczesniej, redukcji sit obciazajacych cialo sztywne mozna
dokonaé dla dowolnie obranego bieguna (O). Moment gléwny zalezy od poloze-
nia punktu wybranego jako biegun. Zaleznos¢ pomiedzy momentami gtéwnymi
uktadu sit wzgledem dwéch punktéw (O) i(C) mozna wyprowadzié wykorzy-
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stujac wielkoéci pokazane na rys. 2.40.

—

Rysunek 2.40: Momenty gléwne uktadu sit (P;, i = 1...n) wzgledem bieguna O
i innego punktu (C') obranego jako biegun

Moment gléwny uktadu sit wzgledem punktu C (Mgc) okresla zalezno$é¢

MgC = Z 1\7101- = Z Fca X 132 . (2.65)
=1 i=1

Podstawiajac Fo; = I, — Foo (rys. 2.40), podobnie e, = F; — Foc, otrzymuje sie
n n

Mgc = Y (Fj—To@)x Py =Y (Fj x Pj—Foo X Py) . (2.66)
i=1

i=1

Wystepujace w zaleznosci (2:66) wielko$ci mozna zastapié przez moment gléwny
wzgledem punktu O-oraz wektor gtoéwny:

ZFiXﬁi:MgO’ Zf)Z:§ (267)
Ostateczna posta¢ rownania (2.65) jest nastepujaca
MgC = Mgo — Foc X § . (2.68)

Wyznaczymy jeszcze rzut wektora momentu“gléwnego MgC na kierunek

wektora gléwnego S. Mozna to zrobié, mnozac skalarnie réwnanie (2.68) przez
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wektor S

— —

Mgc S =Mgg S — (foc x S) - S . (2.69)

7 uwagi na prostopadlosé wektoréw (foc X §) i S ich iloczyn skalarny jest

wektorem zerowym ((Foo X S)-S = 0). Zatem

— - —

Mgc S =Mgq - S . (2.70)

Taki rezultat oznacza, ze rzut wektora momentu gtéwnego na wektor gtéwny ma
warto$¢ niezmienna, niezalezna od wyboru bieguna (Mgc .S = const). 7 te-
go wzgledu rzut wektora momentu gtéwnego na wektor gtowny jest nazywany
niezmiennikiem ukladu wektoréw. Jest on drugim (obok wektora gléwnego). nie-
zmiennikiem uktadu wektoréw.

Redukcja pary sit

Wektor gtéwny pary sil jest wektorem zerowym (§ =P <P = 6) Moment
gléwny pary sil nie zalezy od wyboru bieguna i jest réwny — zgodnie z (2.60),
(2.61) — momentowi pary sit

M=M, =M, =M,=FuaxXP. (2.71)

® Dwa wektory stanowigce pare sit dzialajacych na cialo sztywne
mozna zredukowaé do jednego wektora — momentu pary sit —
o poczatku w dowolnym punkcie.

Pare sit dzialajacych na cialo_sztywne mozna zastapi¢ jednym wektorem
réwnowaznym jej — wektorem momentu pary sit M. Wektor momentu pary sit
jest wektorem swobodnym, ale zwiazanym z tym cialem sztywnym, do ktorego
jest przylozona para sit.

Réwnowazno$é par ‘sit

Jak wykazano w.punkcie 2.5.3 dowolna pare sil dziatajacych na cialo.sztywne
mozna zredukowaé do wektora momentu pary sil, ktéry jest wektorem swobod-
nym, ale zwiazanym z cialem obciazonym para sil.

Zgodnie zokresleniem wektora réwnowaznego (por. stronica 26), o réwno-
waznosel wektoréow swobodnych $wiadczy rownosé tych wektorow.

® Pary sit dzialajagcych na cialo sztywne sg sobie rownowazne wte-
dy, gdy wektory momentéw tych par sg sobie réwne.

7 réwnosci wektoréw momentéw wynika, ze warunkami rownowaznosci par

sit (P, —f’l), (f’Q, —f’2), (f’, —f’n) dziatajaeych na ciato sztywne sg:
— réwna warto$é momentéw (M = Py hy'= Poho = ... = P, hy),
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— jednakowy kierunek wektoréw momentow tych par, co oznacza, ze pary
sit musza leze¢ w plaszczyznach wzajemnie réwnoleglych,

— jednakowy zwrot wektoréw momentéw, to znaczy, ze pary sil musza po-
wodowa¢ jednakowy obroét ciala.

Na rysunku 2.41 pokazany jest przyklad dwu réwnowaznych par sit.

Rysunek 2.41: Dwie rownowazne pary sil dzialajaeychwna cialo sztywne

2.5.4 Redukcja uktadu sit réwnolegltych

Rozpatrzymy dwie sily réwnolegteidziatlajace na cialo sztywne (rys. 2.42).

Rysunek 2.42: Sily réwnolegle dzialajace na cialo'sztywne

Przez dwie sily réwnolegle mozna poprowadzi¢ plaszczyzng. Do zadanego
uktadu sit (P, i P,) dodajemy zerowy uklad sit\(F i —F) lezacych w tej samej
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plaszczyznie. Suma tych sil jest réwna
P,+F+P,-F=P,+P,=P . (2.72)

Polozenie prostej, wzdtuz ktorej dziala sita P mozna okreslié stosujac do su-
mowania wektoréw regule réwnolegloboku (trzykrotnie). Prosta ta znajduje sie
pomiedzy prostymi dzialania sit P,iP, - blizej wigkszej z nich.

Przypadek sil réwnoleglych o przeciwnych zwrotach dzialajacych na cialo
sztywne jest przedstawiony na rys. 2.43.

Postepujac w podobny sposob jak poprzednio, mozna okresli¢ polozenie pro-
stej dzialania sity P = fil +P,. W tym przypadku lezy ona na zewnatrz sit ~
po stronie wigkszej z nich.

Rysunek 2.43: Sity réwnolegle o przeciwnychzwrotach dzialajace na ciato sztyw-
ne

2.5.5 Roéwnowazny uklad wektoréw dla silty
zwigzanej z prosta

Jako szczegélny przypadek ukladu wektoréw moze by¢ rozpatrywana sila
dzialajaca na ciato sztywne.

Na rys._2.44a pokazana jest sila P dzialajaca na ciato sztywne'i punkt A
lezacy na, prostej, wzdtuz ktérej dziala sita. Przykladajac w dowolnym punkcie
(B) zéxowy uklad sit P —P = 0 (rys. 2.44b), mozna sprowadzi¢.uklad obciazen
do sily P przylozonej w punkcie B i pary sil (—f’, fi) Zastepujac pare sit
réwnowaznym jej wektorem momentu M = Tpa X P=P x Tsp, Otrzymuje
sic uklad réwnowazny (rys. 2.44c). Poniewaz wektor momentu pary sit (M)
jest wektorem swobodnym, to mozna go przesunaé¢ do dowolnego punktu, na
przyklad do punktu C' (rys. 2.44d).
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Rysunek 2.44: Uklady wektoréw réwnowaznych do sily zwiazanej z prosta: a) si-
la dzialajaca na cialo sztywne, b) dodany uklad zerowy w punkcie B, c) sila
i moment pary sil w punkcie B, d) sila w punkcie B'i moment pary sil w do-
wolnym punkcie C

® Sile P dzialajaca na cialo-sztywne (to jest wektor zwigzany
z prosta) mozna zastapi¢ dwoma wektorami: sila o tej samej
wartosci i kierunku, ale dzialajaca wzdluz prostej przesunietej
réwnolegle o wektor, Ty, oraz swobodnym (ale zw1azanym z cia-
tem) wektorem momentu pary sit M =gy x P =P X Fype

Réwnowaznym uktadem-wektoréw dla sily dzialajacej na ciato sztywne i zwia-
zanej z prosta sa dwa, wektory: sily dzialajacej wzdtuz prostej réwnoleglej.do
danej sily i momentu pary sit.

Podobnie mozna postapi¢ z sila zwiazana z punktem, o ile dziala ona na
cialo sztywne'3.

3W przypadku wektora zwigzanego z punktem — jakim ‘jest sila dzialajaca na cialo od-
ksztalcalne — uklad wektoréw réwnowazny tej sile nie istnieje.
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Rozdziat 3

MODELOWANIE
WZAJEMNEGO
ODDZIALYWANIA CIAL

Jak wspomniano we wprowadzeniu (punkt 1.4), wisklad modelu uktadu
mechanicznego wchodza miedzy innymi:
— model oddzialywan wewnetrznych (lub powigzari), pomiedzy cialami nale-
zacymi do uktadu,
— model oddzialywan zewnetrznych obejmujacych oddzialywanie otoczenia
na rozpatrywany uklad (to znaczy oddzialywanie innych cial, ktére nie
naleza do rozpatrywanego uktadu).

Polaczenia wewnatrz ukladu, jak ioddzialywania zewnetrzne (z otoczeniem)
moga by¢ realizowane za pomoca réznego rodzaju rozwiazan konstrukcyjnych.
W urzadzeniach mechanicznyehii konstrukcjach najczesciej wykorzystywane sa:

— polaczenia sztywne,

— przeguby walcowe (plaskie) i kuliste,

— wspolpracujace ze soba powierzchnie,

— lozyska,

— liny, struny, mnici, taémy, ciegna,

— sprezyny i elementy sprezyste,

— thumiki (amortyzatory).

Masa elementéw laczacych ciala jest pomijana. (Jesli uwzglednia sie mase
elementu laczacego, to traktujemy go jako cialo.)

Waznym pojeciem zwiazanym ze wzajemnym oddzialywaniem cial jest po-
jecie wiezbw.

® Wiczami nazywa sie takie oddzialywania;ktére ograniczaja moz-

liwos$ci ruchu cial nalezacych do uktadu.
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Wiezy moga ogranicza¢ polozenia cial albo polozenia okredlonych punktéw
tych cial, a takze stanowi¢ ograniczenia dla predkosci cial lub punktow.

Nie wszystkie z wymienionych tu elementow taczacych ciala nakladaja takie
ograniczenia na ruch ciata, o jakich jest mowa przy definiowaniu wiezéw. Na
przyktad elementy sprezyste i tlumiki nie ograniczaja mozliwosci ruchu ciat
nalezacych do uktadu mechanicznego. Ich oddzialywanie powoduje powstawanie
sil, ktore dziataja na ciata i wywoluja zmiany ruchu, ale nie odbieraja mozliwosci
ruchu.

Oddziatlywania zewnetrzne (pochodzace od cial spoza ukladu) i wewnetrzne
(to jest wzajemne dzialanie cial nalezacych do ukladu) rozpatruje sie w iden-
tyczny sposob.

Mozna wiec méwi¢ o wiezach zewnetrznych nalozonych na rozpatrywany
uktad oraz o wiezach wewnetrznych, natozonych na poszczegolne ciala nalezace
do ukladu. Jesli analizowane jest zachowanie pojedynczego ciala sztywnego,to
wiezy wewnetrzne (powiazania) nie wystepuja.

Dla uniknigcia nieporozumien nalezy wspomnie¢ o sitach wewnetrznych wy-
stepujacych w przekrojach rozpatrywanych cial. Z uwagi na to, ze’rozpatry-
wane — w ramach mechaniki ogélnej — ciala sg traktowane jako bryly sztywne
sity wewnetrzne cial nie maja wplywu na zachowanie uktadu. Wyznaczenie sit
wewnetrznych w przekrojach cial jest istotne wéwczas, gdy. zachodzi koniecz-
nosé¢ analizy odksztalcen ciala czy naprezen w ciele (tego rodzaju zagadnienia
sa tematem rozwazan mechaniki oérodkéw ciaglych — na przyklad w ramach
przedmiotu wytrzymalosé materialow).

Jednym z zalozen przyjetych w mechanice jest ponizszy aksjomat (por. punkt
1.3) dotyczacy oswobodzenia od wiezéw.

® Kazde cialo nieswobodne mozna mys$lowo oswobodzié od wie-
z6w, zastepujac przy tymich dzialanie odpowiednimi reakcjami.
Dalej rozpatrywaé mozna cialo tak jak cialo swobodne, podle-
gajace dzialaniu sil czynnych i reakcji wiezéw (sil biernych).

W dalszej czesci tego rozdziatu zostanag oméwione najczedciej stosowane mo-
dele wiezéw oraz odpowiadajace im reakcje. Ponadto podane beda modele tych
elementéw laczacych ciala, ktére nie stanowia wiezéw (takie jak sprezyny, tu-
miki) oraz okredlonerbeda sily ich oddzialywania.
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3.1 Reakcje wiezéw

Ide¢ wprowadzania reakcji wiezéw mozna przedstawié¢ nastepujaco:

‘ ograniczenie mozliwosci wzglednego przemieszczenia‘ = |reakcja |,

mozliwo$¢ swobodnego wzglednego przemieszczenia = brak reakcji.

Przemieszczenia wzgledne, o ktorych tu mowa, oznaczaja zaréwno przemiesz-
czenia liniowe (przesuniecia) okreslonego punktu ciala, jak i przemieszczenia
katowe (obroty) ciata wzgledem innego ciala lub ostoil. Ilustracja idei wprowa-
dzania reakcji wiezéw sa rysunki 3.1 1 3.2.

Przytoczona idea wprowadzania reakcji jest rozumiana w taki sposéb, ze wie-
zy, ktére przy dzialajacych obciazeniach uniemozliwiaja lub ograniczaja prze-
mieszczenie punktu, w ktérym zachodzi kontakt ciala z otoczeniem (z innym
cialem), zastepuje sie taka sila, ktérej dzialanie uniemozliwia lub ograniczaprze=
mieszczenie punktu. Site, z jaka wiezy oddzialuja na cialo nazywa sie¢ silg re-
akcji wiezow.

a) b)
N\ N\
mozliwosci swobodnego przemieszczania mozliwo$¢ swobodnego przemieszczania
N\ N\
brak mozliwosci swobodnego przemieszczania brak mozliwosci swobodnego przemieszczania

mozliwa reakcja oddziatywania powierzchni gladkiej mozliwe reakcje oddziatywania powierzchni chropowatej

Rysunek 3.1:1Oddzialywanie powierzchni na cialo: a) powierzchnie gladkie,
b) powierzchnie chropowate

Wiezy, ktére przy dziatajacych obciazeniach uniemozliwiaja lub ogranicza-
ja obroét ciata wokol punktu, w ktérym zachodzi kontakt ciala z otoczeniem

L Ostojq nazywa si¢ nieruchome ciato, potaczone z analizowanym ukladem i oddziatujace
na ten uktad.
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(z innym ciatem), zastepuje sie para sil o momencie, ktéry uniemozliwia lub
ogranicza obrot ciala. Moment pary sil oddzialywania wiezow na cialo nazywa
sie momentem reakcji wiezow.

Termin reakcja wiezéw jest uzywany zaréwno dla okreslenia sity, jak i mo-
mentu reakcji wiezdw.

Nalezy dodaé, ze w niektérych przypadkach wiezy eliminuja mozliwo$é ru-
chu tylko w pewnym zakresie obciazen. Oznacza to, ze sita reakcji lub moment
reakeji wiezéw moga osiagnaé ograniczona wartosé (wartos$é graniczna). Po prze-
kroczeniu obciazen granicznych ruch moze wystapic.

N
brak mozliwosci swobodnego przemieszezania

R, [
- ﬁ’ &=
R JIR,
mozliwo$¢ swobodnego obrotu ciata mozliwe reakcje podpory przegubowej

Rysunek 3.2: Oddzialywanie podpory przegubowej (przegub walcowy) na cialo
— powierzchnie cial idealnie/gladkie

3.1.1 Przyktady oddzialywania cial — reakcje wiezéw
(modele idealne)

Model oddzialywania cial stykajacych sie w jednym punkcie jest pokazany
na rys. 3.3. Jesli stykajace si¢ ciala sa dostatecznie gltadkie;to“mozna przyjac,
ze sily wzajemnego oddzialywania pomiedzy cialami maja kierunek normalnej
(n) do plaszczyzny stycznej do powierzchni tych cial, poprowadzonej w punkcie
stycznodci. Zgodnie z postulatem odnoszacym sie do dzialania i przeciwdzialania
(punkt 1.3)

Z\

=N
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model idealny: a) plaszczyzna styczna do cial w punkcie styku i prosta normalna
do tej plaszczyzny, b) reakcja oddzialywania ciala A na cialo B, ¢) real@
oddziatywania ciala B na cialo A

Rysunek 3.3: Wzajemne oddzialywanie dwu ciat stykajacych sie w punkcie Q

Rysunek 3.4: Model potaczenia cial ostoja (O) za pomoca idealnego
lozyska slizgowego i reakcje oddzialy ostoi na malo

Proste tozysko $lizgowe je@kazane na rys. 3.4. Kontakt pomiedzy cialami
nastepuje na pow1erzchn walcowych — panwi lozyska i czopa walu. Tego

rodzaju polaczenie u i obrét walu wzgledem obudowy tozyska wokd
yska, natomiast przemieszczenia walu w plaszc

pokrywajacej si¢ z
j ‘@si sa ograniczone (niemozliwe) — stad czesto %
lacze-

prostopadlej do
oprzeczne.

okredlenia to (o)
Jesli q cujace ze soba elementy sa dostatecznie gladkie

nie jest pasowane z luzem, a ponadto jest zapewnione odpowie marowanle
to mozna przyjac, ze opory powstajace przy obracaniu jedn iala wzgledem
drugiego sa niewielkie. Zaklada sie, ze w takim przypadk miniecie maltych

opordéw ruchu — przy modelowaniu polaczenia — nie Wprowadza istotnych réznic
pomiedzy wynikami otrzymanymi z analizy model xporownanlu do rezulta-
tOow zmierzonych na rzeczywistym obiekcie. Zaloze e znajduja potwierdzenie
w praktyce. W zwiazku z tym wprowadza sie t&el idealny tozyska slizgowego,
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w ktérym powierzchnie cial sa doskonale gladkie, a opory ruchu nie wystepuja.

Idealny model lozyska slizgowego oraz sila reakcji jaka wystepuje przy tego
rodzaju polaczeniu cial sa pokazane na rys. 3.4. Z uwagi na to, ze wartos¢,
kierunek i zwrot reakcji moze by¢ rézny, to sile reakcji przedstawiamy w postaci
sktadowych — wzajemnie do siebie prostopadlych.

Rysunek 3.5 ilustruje ide¢ wprowadzania reakcji w przypadku cial polaczo-
nych idealnym przegubem walcowym. Brak mozliwoéci wzglednego przemiesz-
czenia polaczonych cial w punkcie potaczenia oznacza koniecznosé wprowadze-
nia sity reakcji. Kierunek, zwrot i wartos¢ sity reakcji beda zalezne od obciazen
dzialajacych na ciala. Przy zmianie obciazenia zmianie ulega wartosé¢, kierunek
i zwrot reakcji. Zmiany zachodza zawsze w taki sposéb, by dzialajace obcia~
zenia zostaly zrownowazone przez reakcje i by w konsekwencji nie doszto”do
przemieszczenia cial w miejscu potaczenia.

ﬁy(A/B) =R (B/A4) RZ(A/B) = 'RZ(B/A)

Rysunek 3(5: Model polaczenia cial (A i B) za pomoca idealnegoprzegubu wal-
coweg0: a) polaczenie cial za pomoca elementu walcowego, b) mozliwy ruch cial
wzgledem siebie — pod wplywem obciazenia, c¢) reakcje wzajemnego oddzialty-
wania cial Ai B

Model sztywnego polaczenia cial jest przedstawiony na rys. 3.6. Ciala Ai B
tworzg — wobec polaczenia ich spoing — jedno ciate: Sztywne polaczenie cial nie
pozwala na wzgledne przemieszczanie sie ciabw zadnym z trzech kierunkow, ani

72



na obrot cial wzgledem siebie — co jest réwnoznaczne z ograniczeniem mozliwosci
obrotu dookotla trzech osi z, y i z. Tego rodzaju ograniczenia wzglednych prze-
mieszczen powoduja, ze na powierzchni podziatu cial powstana reakcje, ktore —
po zredukowaniu ich do jednego punktu — mozna przedstawi¢ w postaci sity R
(i 715;) oraz pary sil o momencie My, (1 -M r), tak jak pokazano na rys. 3.6b.
7 uwagi na to, ze kierunki wektorow R i M moga by¢ rézne wygodnie jest
przedstawi¢ je za pomoca trzech skladowych sily reakcji i trzech momentéw
wzgledem osi z, y oraz z (rys. 3.6¢).

Jedli rozpatruje sie jedno cialo, to w dowolnym jego przekroju sity oddzia-
lywania jednej czesci ciala na druga (reakcje w tym przekroju) beda takie jak
na rys. 3.6c¢.

Rysunek 3.6: Model idealnie sztywnego polaczenia cial (brak mozliwosci wzgled-
nego przemieszczenia i=brak mozliwosci wzglednego obrotu cial) i reakcje wza~
jemnego oddzialywania ciala A i B

W analogiezny sposéb, jak w omoéwionych tu przypadkach, modelowane sg
wzajemne.oddzialywania cial polaczonych ze soba réznego rodzajuelementami
taczacymi.

Zestawienie modeli podstawowych sposobéw podparcia i taczenia cial sg po-
dane na stronicach 68 — 71.
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3.2 Modelowanie zjawiska tarcia

Model idealny oddzialywania stykajacych sie cial, w ktorym zaklada sie, ze
przy przesuwaniu jednego ciata po powierzchni drugiego z nich nie pojawiaja
sig sity przeciwdzialajace temu ruchowi, nie pozwala na opis niektérych zjawisk
z wystarczajaca do celow praktycznych doktadnoscia. W wielu sytuacjach trak-
towanie powierzchni cial jako idealnych moze prowadzi¢ do wynikéw sprzecznych
z do$wiadczeniem lub z innymi prawami fizycznymi. (Na przyklad pominigcie
oporéw ruchu elementéw maszyny moze prowadzi¢ do zaprojektowania urzadze-
nia o cechach perpetum mobile.)

Uwzglednienie wzajemnego oddzialywania pomiedzy rzeczywistymi cialami
bedacymi wzgledem siebie w ruchu jest klopotliwe pod wzgledem teoretycznym.
Gloéwna tego przyczyna sa trudne do opisania wlasciwosci powierzchni cial (nie-
jednorodnosé¢, pofalowanie, chropowato$¢ — powstajace w wyniku réznych ro-
dzajéw obrobki mechanicznej). Wyjasnienia wymagaja takze oddzialywania na
poziomie mikro.

W budowie maszyn spotyka sie rézne rodzaje polaczen ruchomych-pomiedzy
ciatami:

— kontakt suchy,
kontakt poprzez warstwe smaru,
kontakt smarowany pod ci$nieniem — lozyska pneumatyczne, hydrosta-
tyczne i hydrodynamiczne,
kontakt poprzez elementy posrednie — tozyska toczne,

— podpory magnetyczne.

Przykladowe przebiegi zmian sit tarcia (T) w zaleznosci od predkosci ciata
wzgledem podloza (v,,) zostaly przedstawione na rys. 3.7.

“ ) A b ) A
A A
T/N] J T /N]
7
4 -

T I

Yo, g Yo
() Vy /1 m/s'] 0 Vw [m/; 37

Rysunek.3.7: Rzeczywiste (linie przerywane) i przyblizone (linie ciagle) zalez-
nosei sity oporu (T') od wzglednej predkosci cial (v,,)w.przypadku tarcia wi-
skotycznego (a) i tarcia suchego (b)
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Jedli pomiedzy cialami znajduje si¢ warstwa czynnika smarujacego, to mo-
wi si¢ o tarciu wiskotycznym. Przy niezbyt duzych predkosciach wzglednych
pomiedzy cialami zaklada sie, ze opory ruchu sg proporcjonalne do predkosci
wzglednej (odcinek liniowy na rys. 3.7a). Przy duzych predkosciach wzglednych
cial przyjmuje sie, ze opory ruchu sa zalezne od kwadratu predkosci (fragment
paraboli na rys. 3.7a).

Jesli powierzchnie kontaktu nie sa smarowane , sila tarcia (rys. 3.7b) moze
zmieniaé si¢ w zakresie? (0, T,,.) w przypadku, gdy cialo znajduje si¢ w spo-
czynku. Podczas ruchu ciala sita tarcia jest bliska wartosci Tx. W obliczeniach
przyjmuje sie zazwyczaj, ze sila tarcia nie zalezy od predkosci (nie zmienia sig
przy zmianie predkosci ciala).

Sity oddzialywania pomiedzy ciatami o powierzchniach chropowatych sa po-<
kazane na rys. 3.8.

Rysunek 3.8: Oddzialywanie dwu/ cial — powierzchnie chropowate

3.2.1 Modelowanie zjawiska tarcia suchego

Istnieja rézne teorie pozwalajace na modelowanie wzajemnych oddzialywan
cial w miejscach ich kontaktu®. W przypadku, gdy kontakt cial jest bezpogredni,
bez warstwy smarnej (kontakt suchy lub tarcie suche), do wyjasnienia zjawisk
zachodzacyeh pomiedzy ciatami stosuje sie:

— klasyczna makroskopowa teorie tarcia oparta na chropowatoSci powierzch-

4

ni®,

2Reakcja podtoza jest zalezna od obciazen dziatajacych na cialo, W pewnym zakresie
obcigzen sila tarcia jest w stanie utrzymywaé cialo w rownowadze.

3Zagadnienia zwigzane z tarciem, zuzyciem i smarowanieni.sa domeng, trybologii.

4Pierwsze systematyczne badania dotyczace tarcia prewadzil Loenardo da Vinci (1452-
1519) i stwierdzil, ze: sila tarcia jest zalezna od obcigzenia normalnego oraz, ze sila tarcia nie
zalezy od wielkoSci powierzchni stykajgcych sie cial. Podane w roku 1699 przez G. Amonto-
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— adhezyjna teorie tarcia (zaproponowana przez Bowdena i Tabora),

— molekularno-mechaniczna teorie tarcia (Kragielskiego),

— teorie nanotrybologiczne (wyjasniajace zjawisko w skali nano)

i inne, powstajace wspolczesnie, teorie.

Sita oporu powstajaca przy przesuwaniu ciata po powierzchni drugiego cia-
la, nazywana sila tarcia (7T'), lezy w plaszczyZnie stycznej do powierzchni cial
poprowadzonej w punkcie styku, a jej kierunek i zwrot okresla wektor przeciwny
do predkosci wzglednej punktu styku. (Jesli cialo jest nieruchome, to zwrot sily
tarcia jest przeciwny do zwrotu zamierzonej predkosci wzglednej punktu styku,
a kierunek taki jak kierunek zamierzonej predkosci).

W klasycznym opisie zjawiska® tarcia (da Vinci-Amontona—Coulomba), kté-
ry dotyczy poruszajacego si¢ ciala, stwierdza sie, ze:

® Sila tarcia (7) na powierzchni ciala jest proporcjonalna do‘ob-
ciazenia (V) o kierunku normalnej do powierzchni ciala.

T=mn]. -

Wspétezynnik proporcjonalnodei (uy) jest nazywanyikinetycznym wspol-
czynnikiem tarcia.

® Sila tarcia jest niezalezna od wielko$ci powierzchni kontaktu.
(Chodzi tu o nominalna powierzchnie, awnie rzeczywista powierzchnie
kontaktu zalezna od stopnia nieréwnoscis)

® Sila tarcia jest niezalezna od predkosci, z jaka porusza sie cialo.

Przy rozpatrywaniu rownowagi cialy wymienione zalozenia nalezy uzupelni¢
nastepujacymi stwierdzeniami:

e Istnieje graniczna warto¢ sily tarcia (T, ); jej warto$¢ jest proporcjonalna
do wartosci skladowej normalnej reakeji (N), a wspdlezynnik proporcjo-
nalnosci jest nazywany wspélczynnikiem tarcia statycznego (us).

o Warto$¢ wspolczynnika tarcia ps nie zalezy od wielkoSci powierzchni sty-
ku cial, a jedynie"od rodzaju materialéw i stanu powierzchni.

Przebieg zmian-sity~tarcia (T') w zaleznosci od wartosci poziomej sity P
dzialajacej na cialo jest pokazany na rys. 3.9. Odpowiada on opisowi zjawiska
tarcia podanemu przez da Vinci-Amontona—Eulera—Coulomba.

Przylozona do ciala sila 13, o nieznacznej wartosci, nie spoweduje ruchu
ciata. Jej dzialanie bedzie réwnowazone przez site tarcia (’f‘ = —f’) Innymi

na prawa tarcia byly podobnie sformulowane. L. Euler (1707-1783), wprowadzil rozréznienie
pomiedzy tarciem kinetycznym, a tarciem statycznym. Obserwacje dokonane przez Ch.A. Co-
ulomba (1736-1806) pozwolily na sformulowanie wniosku, ze sila,_tarcia jest niezalezna od
predkosci z jakq porusza sie cialo. Coulomb stwierdzil tez, ze sila tarcia jest sumg dwdéch
sktadnikéw (7' = T, + uN), przy czym jeden z nich (7T,) jest niezalezny od obciazenia, ani od
stanu powierzchni.

5Uzywajac terminu prawa tarcia nalezy mie¢ na uwadze fakt, ze sa to ”prawa” empiryczne,
ktére nie wyjasniajg zjawiska, ani nie sg czescia szerszej teorii.
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T [N]

T;”F’uSN'
Ti=4N

rownowaga

0 Prax P/N]

Rysunek 3.9: Zmiany wartosci sily tarcia w zaleznosci od wartoéci sity P wiprzy-
padku tarcia suchego

slowy, polozeniu réwnowagi (T' < T,,) warto$é sily tarcia jest réwna wartosci
obciazenia (T' = P). Wzrost obciazenia spowoduje wzrost, sily tarcia; bedzie to
nastepowaé az do momentu, gdy P = Ty, = ps N. Dalszy wzrost sity P (P >
s N) wymusi ruch ciala w kierunku zgodnym z kierunkiem sity P. Najwieksza
wartos¢ sity P, przy ktoérej cialo jest jeszcze'w réwnowadze oznacza sie jako
Praz. W czasie ruchu ciala sita tarcia zachowuje stata warto$¢ (T' = Ty), przy
czym ta warto$¢ jest zazwyczaj mniejsza od Ty, .

Podstawowe zaleznosci wynikajace z klasycznej teorii tarcia maja wiec po-
staé:

— w polozeniu réwnowagi ciata

) ‘Tgr:NsN ‘a s =1tgp |, (3.2)

| T<T,

— podczas ruchu ciata

|T=Tp = N |, (3.3)

przy czym:

Ty, — sila‘tarcia w przypadku granicznym (tarcie rozwiniete),

s — wspoOlezynnik tarcia statycznego (oznaczany tez jako p),

wr — wspoOlezynnik tarcia kinetycznego (dla wiekszodci materialéw py < ps),

p — kat odchylenia sily reakcji (R) od kierunku sktadowej normalnej (N) przy
tarciu rozwinigtym (T' = T,,) — nazywany katem tarcia (rys. 3.10).
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Stozkiem tarcia nazywa si¢ powierzchnie stozkowa, ktérej tworzacymi sa

proste o kierunkach sil reakcji (R) powstajacych przy obciazeniu ciala sitami
dziatajacymi w réznych kierunkach (rys. 3.10).

Rysunek 3.10: Stozek tarcia — tarcie rozwinigte (T,.) 1 nierozwiniete (T°)

Na rysunku 3.11a jest pokazane cialo spoczywajace na chropowatej po-
wierzchni, a obok to samo cialo po uwolnieniw. od wiezéw i zastapieniu wie-

z6w silami reakeji (T i N). Rysunek 3.11c ilustruje sposob okreslenia punktu
przylozenia reakcji.

a) b) c)

£,

Rysunek 3:11: Reakcje podloza, punkt przylozenia reakcji

SNalezy dodaé, ze w wielu przypadkach okreslenie punktu przylozenia sit reakcji nie jest
konieczne.
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Tabela 1. Przyktadowe wartosci wspotczynnikéw tarcia suchego:
statycznego (ps) 1 kinetycznego (puy)

| Materialy wspolpracujacych cial | s | L |
stal — stal 0,15 0,10
stal — zeliwo 0,18 0,16
stal — braz 0,18 0,16
zeliwo — zeliwo 0,45 0,20
braz — zeliwo 0,21 0,18
metal — drewno 0,5-0,6 1] 0,2-0,5
drewno — drewno 0,6 -0,71]02-04
stal — 16d 0,03 0,02

3.2.2 Modelowanie tarcia w lozyskach $lizgowych

Omoéwione w punkcie 3.1.1 modele wigzdéw idealnych nie pozwalaja nauwzgled-
nienie zjawisk wywolanych tarciem wystepujacych w rzeczywistych urzadze-
niach i maszynach. Uwzglednienie tarcia jest mozliwe np. przy wykorzystaniu
klasycznego opisu zjawiska tarcia.

Reakcje oddzialywania pomiedzy elementami tozyska $lizgowego (panwig to-
zyska i czopem walu) sa przedstawione na rys. 3.124 rys. 3.13.

a)

Rysunek 3.12: Lozysko slizgowe i reakcje oddzialywania tozyska na wal

Moment, sity reakcji — przy uwzglednieniu tarcia w lozysku~(rys. 3.12)
My(R) = Rrsinp . (3.4)

gdzie 7 — promien czopa walu.
Przy zalozeniu, ze mamy do czynienia z tarciem-suchym, mozna skorzystac¢
z zaleznosei T = pN. Dla malych wspélezynnikéw tarcia p (dla malych katéw
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tarcia p) mozna przyja¢ w przyblizeniu sin p & tg p = u — woéwczas
My(R) = Rrtgp=Rru. (3.5)
Wprowadzajac wielko$¢ r; nazywang promieniem tarcia
re=rsinp=rtgp=ru, (3.6)

otrzymuje sie zaleznos¢, ktora okresla warto$¢ momentu sit reakcji wzgledem
punktu O o postaci

My(R) =Ry . (3.7)

Reakcje oddzialywania lozyska na wal, to jest site R dzialajaca w _pun
A, mozna zastapi¢ réwnowaznym jej ukladem obcigzen w postaci sity Ro.= R
i pary sil, ktérych moment ma wartos¢ M; = M,(R). Sila R, ma tak@ag

warto$¢ i kierunek jak ﬁ, ale dziala wzdtuz prostej przechodzacej przez.punkt
O. Zatem oddziatywania tozyska na wal mozna przedstawic¢ w pcybci bcigzen

(rys. 3.13c):
| My = My(R) = Rrsinp= R |, ﬁo (3.8)
R,=R=,/R%+R? (3.9)

4

Rysun@l : Rézne sposoby przedstawiania reakeji tozyska slizgowego

\W% lozyskach Slizgowych powszechnie stosowane sa cz i smarujace. Cze-
sto smarowanie odbywa si¢ pod cidnieniem. W takich adkach omawiany
tu model nie moze byé wykorzystywany’ (np. zaleznosé¢ (3.8) jest prawdziwa
jedynie w przypadku tarcia suchego). ’\

7Obliczenia tozysk glizgowych z filmem smarujgcym mawiane na zajeciach z podstaw

konstrukcji maszyn.



3.2.3 Modelowanie oporu toczenia

Na rysunku 3.14 sa pokazane dwa modele, ktére moga by¢ uzyte przy roz-
patrywaniu réwnowagi i ruchu kola stykajacego si¢ z pozioma powierzchnia.

Rysunek 3.14: Toczenie walca: a) podlozeisztywne (dla P # 0 réwnowaga jest
niemozliwa), b) oddzialywanie podloza odksztalcalnego

Zalozenie modelu ciata (kola) w postaci bryly sztywnej oraz traktowanie
podloza jako idealnie sztywnego nie pozwala na uwzglednienie oporu, ktory
wystepuje przy toczeniu cial. W przypadku kontaktu idealnie sztywnych cial
reakcja podloza jest przylozona w jednym punkcie (rys. 3.14a). Przy rozpatry-
waniu toczenia sztywnego walca reakcje nalezy roztozy¢ wzdluz linii — tworzacej
walca stykajacej sie z podtozem.

Przyjecie, zespodloze jest odksztalcalne (rys. 3.14b) umozliwia wprowadze-
nie oporustoczenia. Rozklad sit reakcji na pewnym obszarze kota powoduje,
ze wypadkewa sil normalnych reakcji podtoza dziala wzdluz prostej, ktora jest
przesunieta wzgledem $érodka kota.

Warto$¢ przesuniecia sktadowej normalnej reakcji (f) jest-okreslana na dro-
dze do$wiadczalnej (tabela 2). Kierunek przesuniecia jest taki, jak kierunek ru-
chu kota lub jak kierunek zamierzonego ruchu kota « w przypadku, gdy ciato
znajduje sie¢ w polozeniu réwnowagi.

Moment oporu toczenia (My) jest to moment skladowej normalnej sity re-
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akcji podloza wzgledem érodka krazka (punktu O na rys. 3.14). Okresla go

zaleznosé

My =MyN)=N f

gdzie f — ramie oporu tocznego.
Zamiast wartosci przesuniecia sktadowej normalnej reakcji czasami wprowa-
dza si¢ bezwymiarowy wspdlczynnik oporu toczenia fp

gdzie r — promien kota.
Moment oporu toczenia mozna wigc przedstawié¢ jako

S

fo=

\A@:Nf:Nﬁry

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Tabela 2. Warto$ci bezwymiarowego wspélezynnika oporu toczenia (f3)

Sam. osobowy

Sam. ciezarowy

Nawierzchnia fo v
gladki asfalt 0,012 0,010
gtadki beton 0,014 0,012
kostka érednia 0,020 0,018
droga polna 0,05 - 0,14

suchy piasek 0,15 - 0,3
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3.2.4 Tarcie ciegna o powierzchnie walcowg
Ze szczegdlnym rodzajem oddzialywania cial mamy do czynienia w przy-

padku kontaktu wiotkiej tasmy z powierzchnia walcowsg ciala. Sily wzajemnego
oddzialywania pomiedzy tasma i cialem sa pokazane na rys. 3.15.

a)

S,~S,

Rysunek 3.15: Wzajemne oddzialywanie tadmy i ciala,przy uwzglednieniu sit
tarcia

Zaleznos¢ pomiedzy sitami po obu stronach. ciggna, opasujacego cialo ogra-
niczone powierzchniag walcowa, okresla wzér podany przez Eulera

[S=ET]) 50> 5. (313

gdzie e jest podstawg logarytmu naturalnego®, i jest wspdlczynnikiem tarcia
pomiedzy tasma i cialem, a'@ oOznacza kat opasania ciala tasma (wyrazony
w radianach).

Wyprowadzenie wzoru (3.13) jest przedstawione na stronicach 111-113«

W przypadku,/gdy S2 > S; obowiazuje analogiczna do wzoru (3.13).zalez-
nosé

SQ = Sl €Ma . (314)

8Liczba e jest liczbg niewymierna, okreslong, jako granica funkcji

1 x
lim <1+—) =e=2,718....
x

T — 00

Liczba e jest podstawg logarytmu naturalnego (Inx = log,x).
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3.3 Wiezy i reakcje wiezé6w — zestawienie

W tablicach pokazanych na rysunkach® 3.16 — 3.19 przedstawione sa réz-
ne sposoby wzajemnych oddziatywan pomiedzy cialami (wynikajace ze sposobu
polaczenia cial) oraz sily reakcji odpowiadajace tym oddzialywaniom. Liczba
niewiadomych oznacza liczbe wielkosci (takich jak: sita, sktadowe sily, kat, mo-
ment pary sit), ktére musza byé wyznaczone przy wyznaczaniu reakcji.

9Rysunki przedstawiajace podstawowe rodzaje wigzéw oraz reakcje ich oddzialtywania na
cialo zamieszczone zostaly za zgoda ich autora — Bogumita Mianowskiego.
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PLASKIE _UKEADY Sit

SCHEMAT WIEZOW

REAKCJE WIEZOW

LICZBA
NIEWIADOMYCH

g 4

N N
p 5

% Dk’
Podpora Biegun Gtadka
przesuwna o oo ‘ ptaszczyzna | Reakcja prostopadta
(lekka i bez oporow) do plaszczyzny
S

~
~

~

/y/.?ek"z.gtka Lekki pret zakonczony

przegubowo

R
Reakcja

o kierunku nici
lub prostej 1gczqcej prze—
quby preta

/

Wodzik Prowadnica

iy

Reakcja prostopadta do
suwaoka lub prowadnicy

N
A

Potgczenie dwoch

207,

R

runku, lub dwie sktadowe.

. . X,
Reakcja o nieznanym kie—

Podpora przegubowa | Niewiadome:
stotn ciat przegubem R o) lub (Ry.Ry)
N
T<Nw 3

Chropowata ptaszczyzna
lub powierzchnia

2 Boaumit Q X 1996,

Styczno go powierzehni

=
Zwrot normalnej jednoznaczny!
Sita tarcia T ma zwrot
zalezny od obcigzenio.
Dia tarcia rozwinigtego
T=Nu

i zwrot T zgodny z pra—
wem tarcia.

(dla T<N/u)
lub

/

(dia T=Nu)

Rysunek 3.16: Rodzaje wiezéw i ich reakcje —~uklady ptaskie
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PLASKIE  UKEADY Sit

c.d.

SCHEMAT WIEZOW

REAKCJE WIEZOW

LICZBA
NIEWIADO
MYCH

4 V. (J A
w &‘—ﬁ.
/ Mo — Ry
Mg
Mo
R, Ry
Ry Ry
N S

Zamurowanie, utwierdzenie.

Dwie sktadowe sity reak—
¢ji [ para sit reprezento—
wana (przedstawiona)
momentem pary.

1

%

N

A\

Teleskop Tulejo

/

%5

Nty

R
Nt
o
R
R Mo
Reakcja normalna i para

sit przedstawiona momen—
tem pary.

~

%

Toczenie z oporem.

s

N
Reakcja normalna przesu-—
nieta o f" i sito tarcia,
zwykle nierozwinieto.

ierunek zamierzonego obrotu

Opor w tozysku.
sinp= tgp=u

Reakcja pod nieznanym kqtem,
styczna do ‘kota tarcia” lub dwie
sktadowe reakcji | para si# o mo-—
mencie Mg

Rysunek 3.17: Rodzaje wiezéw i ich reakcje = uklady plaskie (cd.)
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PRAESTRZENNE UKEADY Skt

SCHEMAT WIEZOW

REAKCJE WIEZOW

LICZBA
NIEWIA—
DOMYCH]

Trzy skiadowe siy reakcji oraz
trzy skiadowe momentu pary sit.

Rolka lekka na chro—

powatej powierzchni.
Tarcie nierozwiniete,

s Ro/ka lekka na
prowadnicy.

ﬂ]@ﬂ

" Rolka na prowadicy.
Rofka na pluszczyzme

Dwie skfadowe sity reakcyi.

Chropowata
ptaszczyzna.

Tarcie n/erozwm/.;'{*e.

Przegub kulisty.

Nasd +72< Nu >
Przegub kufisty.

Chropowata
plaszezyzna.

Trzy sktadowe sity reakcji.

I
Przegub uniwersalny (Cardana).

! I
| | =]

wa !
%— -
Pl a
/ /
+oZysko promieniowe (poprzeczne)—
—krotkie

Oas L5 15X 1907

Dwie skfadowe sity w ptaszczyznie
prostopadfej do osi watu.-

Rysunek 3.18: Rodzaje wigzéw i ich reakcje.— uklady przestrzenne
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PRIESTRZENNE UKEADY Skt c.d.

SCHEMAT WIEZOW

REAKCJE WIEZOW

LICZBA
NIEWIA~
DOMYCH]

| 1

| !
|
= ——% ——
/
/s

+ozZysko promieniowo—osiowe,

s

(poprzeczno—wzdtuzne)—krotkie.

Trzy sktadowe sity reakcyi.

+ozysko promieniowe (poprzeczne)—
—dtugie.

MZ
Z

; 2 Mz
M‘/b Ry

My o Fx

Dwie sktadowe sity reakcji oraz
dwie sktadowe momentu pary sit.

! !
/ Ve

+oZysko promieniowo—osiowe,
(poprzeczno- wzdtuzne)—dhugie.

Trzy sktadowe sity reakcji oraz
dwie sktadowe momentu pary s#

Teleskop

1996

Sita reakcji o kierunku normalnef
oraz
dwie skfadowe momentu pary sit.

Rysunek 3.19: Rodzaje wiezéw i ich reakeje + uklady przestrzenne (cd.)
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3.4 Oddzialywanie elementéw sprezystych

Jak wspomniano wczesniej, ciala moga by¢ poddane dzialaniu reakcji wiezow
— to jest takich oddzialywan, ktére nakladaja ograniczenia na polozenia (albo
predkosei) ukladu, jak tez oddzialywan, ktére nie narzucaja takich ograniczen.
Do tej drugiej grupy naleza elementy sprezyste oraz elementy tlumiace (thumiki).
Przykladem takiego elementu jest sprezyna walcowa.

Site oddzialywania sprezyny (lub innego elementu o wlasciwosciach sprezy-
stych) na cialo nazywa sie sily sprezystosci (ﬁs) Jej kierunek pokrywa si¢ z kie-
runkiem osi sprezyny (rys. 3.20), a zwrot jest przeciwny do wektora wzglednego
przemieszczenia konicow sprezyny.

Rysunek 3.20: Ciala polaczone sprezyna (a), wydhizenie sprezyny przy dziataniu
obciazen (b), sily oddzialywania sprezyny na eiala.(c), obciazenia i wydluzenie
sprezyny (d)

Wydluzenie (skécenie) sprezyny = oznaczone na rys. 3.20 jako Al — zale-
zy od obciazenia jej koncéw i od sztywnodci sprezyny. Jesli wydluzenie jest
proporcjonalne do obciazeniagswowczas sprezyne nazywa sie liniowa (albo o li-
niowej charakterystyce). Typowe charakterystyki sprezyn zostaly pokazane na
rys. 3.21.

Wspdlezynnik k okreslajacy wlasnosci sprezyny o liniowej charakterystyce
nosi nazwe stala sprezyny (sztywnosé sprezyny albo wspdlczynnik sprezystosci).
Wspdlezynnik ten mozna wyznaczy¢ na podstawie pomiaru wydluzen dla zada-
nych obciazefnsprezyny (rys. 3.22). W przypadku sprezyny, ktérej charakterysty-
ka jest linia prosta wspotczynnik k jest réwny wspélczynnikowi kierunkowemu
tej prostej (k = %), to jest tangensowi kata nachylenia prostej.
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F =k A] Rozciqganie sprezyny
S , -,

A
2 / 55
/ 4 <
1/ S §>
/ // Lo > 2
/// ,{__..__ <,> ()
y Al ()
F
) (K =F)
Al [m] 0 Al [m]
Sciskanie sprezyny y
(S <§ ////
s 3 L A/
S \ jal \// II
7 fox
L N,
(F =) [N]v

Rysunek 3.21: Przykladowe charakterystyki sprezyn

a) b)
\\\14
>
<
k@ I |
< g
oal 2
B
F

Rysunek 3.22: Sposéb wyznaczania wspdlczynnika sztywnosci sprezyny (k = Ail)
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Rozdziat 4

STATYKA

Jedli cialo pozostaje w spoczynku wzgledem ukltadu odniesienia przez dowol-
nie dlugi czas, to méwimy wowczas, ze cialo znajduje sie w polozeniu rownowagi
wzgledem tego ukladu (lub krétko — w rownowadze).

Statyka — to cze$¢ mechaniki, w ktorej analizuje sie polozenia roéwnowa-
gi punktow materialnych, ukladéw punktow materialnych, ciat sztywnych oraz
uktadoéw zlozonych z punktéw materialnych i cial sztywnych. Analiza polozenia
réwnowagi moze polegaé¢ na wyznaczeniu polozenia, (albo polozen), w ktérych
uktad pozostaje w spoczynku pod dzialaniem zadanych sit zewnetrznych i przy
nalozonych na ten uklad ograniczeniach (wiezach)/Badanie polozenia réwnowa-
gi czesto polega na wyznaczeniu sil reakcji oddzialywania wiezéw — przy zada-
nym polozeniu réwnowagi (lub w wyznaczonym-polozeniu réwnowagi). Waznym
zagadnieniem statyki jest tez wyznaczanie sil wewnetrznych w ukladzie — za-
réwno sil wzajemnego oddzialywania/pomiedzy ciatami, jak i sil przekrojowych
(w wybranych przekrojach cial).

4.1 Roéwnowaga swobodnego punktu
materialnego

Swobodnym punktem materialnym nazywa sie punkt, ktérego polozenie, (ani
predkosé) nie/podlega zadnym ograniczeniom (rys. 4.1). Zachowanie punktu
(spoczynek, ruch) zalezy jedynie od sil zewnetrznych (czynnych oraz sit sprezy-
stosci) dzialajacych na punkt.

Réwnania rownowagi swobodnego punktu materialnego wynikaja z II prawa
dynamiki Newtona

ma=F, (4.1)
gdzie:
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m — masa punktu,

a - przyspieszenie punktu,

F = Zl 1 F — suma sil zewnetrznych dzialajacych na punkt materialny
(wypadkowa sil zewn@trznych czynnych i sil sprezystosci).

a)

—-

Rysunek 4.1: Swobodny punkt materialny — przyktady

Punkt materialny znajduje sie w spoczynku, jesli jego predkosé/jest rowna
zero (V = 6), a takze przyspieszenie jest rowne zero. Ruch takiegd6 punktu moze
by¢ wywolany przez sity (f‘z) dzialajace na punkt. Zgodnie z(4.1) przyspieszenie
punktu mozna okresli¢ na podstawie zaleznosci

—

a =

S

W przypadku, gdy

—

n
F=) E; =0, (4.3)
i=1
przyspieszenie punktu jest réwne zero (2 = 0).
b) .
F3
¥,

By

Rysunek 4.2: Swobodny punkt materialny i sily zewnetrzne dziatajace na punkt
(ich wypadkowa F=0i przyspieszenie punktu a = 0)

Pod wplywem sil spelniajacych warunek (4.3) nieruchomy punkt materialny
pozostanie w spoczynku (rys. 4.2) — méwimy wéwczas, ze punkt znajduje sie
w polozeniu réwnowagi (lub krétko — w réwnowadze).
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Z warunku réwnowagi (4.3) wynikaja réwnania réwnowagi swobodnego punk-
tu materialnego:

n n n
ZE$:O7 ZFiyZOa ZEZZO- (44)
=1 =1 =1

4.2 Roéwnowaga nieswobodnego punktu
materialnego

Nieswobodnym punktem materialnym nazywa si¢ punkt, ktérego ruch (a tak-
ze jego polozenie réwnowagi) podlega okreslonym ograniczeniom (rys. 4.3). Na-
lozone ograniczenia sa nazywane wiezami. Zachowanie punktu (spoczynekgruch)
zalezy zaréwno od sil zewnetrznych czynnych i sil sprezystosci dzialajacych na
punkt, jak i oddzialywania wiezow. Oddzialywania wiezow sa przedstawiane
w postaci sil reakeji (sily zewnetrzne bierne). Podstawowe rodzaje wiezoéw i od-
powiadajace im sity reakcji zostaly przedstawione w punkcie 3.3.

Na nieswobodny punkt materialny, procz sit zewnetrznych czynnych i sit
sprezystosci, dzialaja wiec sity reakcji wiezow.

b AN
)A‘

Sl

X FE
Rl 2 —_-
S -
n F]
F1 - m

Rysunek 4.3: Przyklady nieswobodnych punktéow materialnych oraz sity dziata-
jace na te punkty

Jesli na punkt dziala n sil zewnetrznych i sit sprezystosci oraz r sit reakcji,
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to mozna je zsumowaé i zastapic¢ sitami wypadkowymi:
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gdzie:

fi — sily zewnetrzne czynne i sily sprezystosci,

ﬁj — sily zewnetrzne bierne, zwane reakcjami — wynikajace z oddziatywan
wiezow.

Drugie prawo dynamiki dla punktu materialnego obciazonego sita P =F +
ﬁ, to znaczy w przypadku dzialania na punkt sil zewnetrznych czynnych.i‘sit
reakcji, mozna przedstawi¢ jako

=F+R, (4.7)

gdzie:

m — masa punktu,

& — przyspieszenie punktu (w polozeniu réwnowagi & = 0),

F - wypadkowa sil zewnetrznych czynnych i sit sprezystosci,

R - wypadkowa sil reakcji.

Punkt materialny znajdujacy sie w spoezynku (jego predkosé jest réwna zeru
vV = 0) bedzie pozostawal w spoczynku, jesli spelniony bedzie warunek a = 0.

Zgodnie z (4.7) oraz (4.5) i (4.6), prayspieszenie bedzie réwne zeru (& = 0)
wowcezas, gdy
> Fi+) R;=0. (4.8)
i=1 j=1

Spelnienie warunku, by suma wektoréw byla rowna zeru zapewnia zerowa war-
tos¢ rzutéw tych wektorow na trzy nieréwnolegle i nie lezace w jednej plasz-
czyznie osie:

n T
ZFu +ZRj;c =0,
i=1 j=1
> Fy+) Rjy=0, (4.9)
=1 =1
n jT‘
> Fi.4 > Rj=40.
i=1 j=1
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Roéwnania (4.9) sa nazywane réwnaniami réwnowagi nieswobodnego punktu
materialnego.

PRZYKELAD 4.2.6
Kostka o ciezarze G jest dociskana przez sprezyne do pionowej plaszczyzny.
Wspdlczynnik tarcia pomiedzy kostka a plaszczyzna jest rowny p. Wyznaczy¢
poczatkowa dlugosé sprezyny (lp), o wspélezynniku sztywnosci k, ktéra jest ko-
nieczna do utrzymania kostki w réwnowadze, w polozeniu pokazanym na rysun-
ku 4.4a. Wymiary kostki pominaé. Dane: k = 5000 N/m; G = 20N; 1 = 0,1 m;
w=20,3.

Rysunek 4.4: Réwnowaga nieswobodnego punktu materialnego

ROZWIAZANIE

Zakladamy, ze modelem kostki jest punkt materialny. Przy rozpatrywaniu
rownowagi dowolnego ciala albo punktu materialnego nalezy uwzglednic¢ wszyst-
kie dzialajace nan sily: czynne i bierne (rys. 4.4c). Silami czynnymi w analizo-
wanym przypadku sa sila cigzkosci kostki (Gr) oraz sila sprezysta (Fs). Wartosé
sily oddzialywania sprezyny na kostkerokresla zaleznosé

F,=hAl=k(lo—1),

w ktorej Al = ly — | oznacza wstepne ugiecie (skrécenie) sprezyny w trakcie
montazu ukladu (rys.4.4b). Kierunek tej sily pokrywa sie z kierunkiem osi
sprezyny, a zwrot jést. przeciwny do przemieszczenia korca sprezyny przy jej
napinaniu.

Uwalniajac uklad od wiezow i zastepujac dzialanie wiezow odpowiednimi
reakcjamiy otrzymujemy pozostale sity obciazajace kostke (1<T — sila normalna
do powierzchni, z ktora styka sie kostka, zwrécona od powierzchni'do ciala oraz
T - sila tarcia, styczna do powierzchni styku i o zwrocie przeciwdziatajacym
zsuwaniu sie kostki).

Na rysunku podane zostaly podwdjne oznaczenia sil. Wskazuja one wyraznie
do jakiej kategorii sil naleza poszczegdlne obciazenia!

Na podstawie réwnan réwnowagi (4.9) (symbeliezne oznaczenia sil uzyte
w tych réwnaniach odnosza sie do nastepujacych wielkosci: Fi, =0, Fi, = =G,
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Iy, = Fs’ F2y = 0, Ry, = 7N, Rly = 07 Ry, = 07 R2y = T) Otrzymuje Sj@"

F,—~N=0,
T-G=0.

Trzecie réwnanie ukladu (4.9) prowadzi do tozsamosci 0 = 0 (gdyz Fy, = Fa, =
Ry, = R, = 0) i zostalo pominigte.

Wobec trzech wielko$ci niewiadomych wystepujacych w réwnaniach réwno-
wagi rozpatrywanego punktu materialnego, do rozwiazania zadania konieczne
jest jeszcze trzecie réwnanie. Jest nim zaleznosé

T=uN,

okreslajaca graniczna wartosé sily tarcia.
Po rozwiazaniu réwnan otrzymuje si¢

10=l+£=0,113m. &
wk

4.3 Szczegdlne przypadki ré6wnowagi
ciata sztywnego

Niektére zadania dotyczace rownowagi ciala sztywnego moga by¢ rozwia-
zywane na bazie podstawowych zalozen mechaniki (por. rozdzial 1.3). Takie
przypadki zostana przedstawione w tym rozdziale. Rozdzial nastepny obejmuje
warunki réwnowagi ciala w przypadku ogélnym i umozliwia analize polozenia
réwnowagi ciata obciazonego dowolnym uktadem sit.

4.3.1 Roéwnowaga ‘ciata sztywnego obcigzonego
dwiema silami

Zgodnie z podstawowymi zalozeniami przyjmowanymi w mechanice. (zato-
zenie VII) réwnowaga ciala sztywnego obciazonego dwiema sitami jest mozliwa
tylko wtedys.gdy sily dzialaja wzdluz jednej prostej, sa przeciwnie, zwrdcone
i maja.te same wartosci liczbowe.

PRZYKEAD 4.3.7
Znajac wspolrzedne x, y. punktu przylozenia sity ¢iezkosci zakrzywionego
preta (rys. 4.5a), nalezy okresli¢ polozenie réwnowagi preta, gdy zostanie on
zawieszony w sposéb pokazany na rys. 4.5b.
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Rysunek 4.5: Przyklad preta zawieszonego na przegubie walcowym
ROZWIAZANIE

Poniewaz sila cigzkosci ( C_i) ma kierunek pionowy, to réwnowaga bedzie moz-
liwa tylko wtedy, gdy reakcja podpory (ﬁ) bedzie miala kierunek pionowy. Po-
nadto obie sily musza leze¢ na jednej prostej. Dodatkowerich wartosci musza
by¢é réwne (R = G). Polozenie réwnowagi preta jest pokazane na rys. 4.5¢. Kat
« mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

tga:ﬁ. &
Ye

4.3.2 Roéwnowaga ciala sztywnego obcigzonego
trzema sitami

® Jezeli na cialo sztywne dzialajg trzy sily nieré6wnolegle, to<po-
zostaje ono w ré6wnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy silty przeci-
naja sie w jednym punkcie, a suma dwu z tych sit jest wektorem
przeciwnym do trzeciej i lezy na tej samej prostej.

Podane tu sformutowanie twierdzenia o trzech silach nie wymaga dowodu.
(Uktad sit sprowadza sie¢ do dwu sil, pod dzialaniem ktérychicialo jest w réw-
nowadze.) Z twierdzenia o trzech silach wynika ponizszy wiiosek.

Jesli na cialo sztywne pozostajace w spoczynku dziata dowolna liczba sil, ale
sa one przylozone w trzech punktach ciala, to taki ukiad sil daje sie sprowadzic¢
do uktadu sit zbieznych.
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PRZYKELAD 4.3.8
Ciala o ciezarach Gy i G (rys. 4.6a) sa nieruchome (znajduja sie w polozeniu
réwnowagi). Wyznaczy¢ reakcje oddzialywania powierzchni, z ktérymi stykaja
sie ciala oraz sily wzajemnego oddzialywania pomiedzy cialami przy zalozeniu,
ze ani na powierzchni pionowej, ani na powierzchni kontaktu cial nie wystepuja
sily tarcia (u, = p, = 0).

a) b)
W= 0\\
" 0\\
H |

Rysunek 4.6: Ciala obciazone ukladami sit zbieznych

ROZWIAZANIE

Uwolnienie calego ukladu od wiezéw (uklad ”I” — rys. 4.6a) i wprowadzenie
reakcji jest w pierwszej fazie rozwiazywania niemozliwe, gdyz nieznany jest kie-
runek reakcji podloza (ﬁl) Kierunek reakcji pionowej Sciany jest — z(uwagi na
brak tarcia — prestopadly do jej plaszczyzny. Warto zwrécié¢ uwage, ze polozenie
prostejywzdluz ktorej dziala reakcja ﬁ2 nie jest okreslone (na rysunku pokazano
kilka prostych, ktore moga by¢ liniami dzialania f{Q)

Podzial ukladu na dwa poduklady ("II” i ”II1” ) umozliwia rozwiazanie pro-
blemu (rys. 4.7). Dla podukladu ”III” kierunek reakcji R, jest prostopadty do
powierzchni kontaktu cial z uwagi na brak tarcia na tej powierzchni (pu, = 0).
Znajac kierunki dzialania sil R, i R, i wiedzac, zevich suma (R') jest wektorem
przeciwnym do G, mozna — konstruu jac odpowiedni rownolegltobok — wyznaczy¢
wartosci (dlugosci) sil reakcji.
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Rysunek 4.7: Réwnowaga ciala obciazonego trzema silami (R, + R; = —G,)

Wracajac do podukladu ”II” (rys. 4.8) mozna wyznaczy¢ pozostade reakcje
Zgodnie z zatozeniem o dzialaniu i przec1wdz1a}an1u (zalozenie VI) reakcja R,

— —

b(gdz1e wektorem przeciwnym do R (R4 = 7R3) Suma sil R4 iG, R =
R, —|—G1) jest wektorem przec1wnym do trzeciej sily dzialajacej na rozpatrywane

=/

cialo. Zatem R4 =-R R4 - Gl.

— —

Rysunek 4.8: Réwnowaga ciala obciazonego trzema sitami (ﬁ4 +G,=-R))

Warunki rownowagi ukladu mozna przedstawi¢ — w postaci wektorowej —
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jako:

Na zakoriczenie przypomnimy, ze rownowaga cial jest mozliwa pod warun-
kiem, ze B < p, gdzie tgp = p. O

4.4 Warunki réwnowagi uktadu
punktéow materialnych

Przy rozpatrywaniu uktadu punktéw materialnych mozna rozpatrywacé-od-
dzielnie swobodne i nieswobodne uklady punktéow. Réznica miedzy nimi pole-
ga na wystepowaniu sil rekcji wiezéw (dla uktadéw nieswobodnych) lub braku
oddziatywan wigzéw (dla uktadéw swobodnych). Zaréwno w uktadach swobod-
nych, jak i nieswobodnych wystepuja sily wzajemnego oddzialtywania pomiedzy
punktami ukladu — sily wewnetrzne.

Analize réwnowagi uktadu punktéw materialnych.rozpoczniemy od klasyfi-
kacji sit wystepujacych w takich uktadach. Sily zewnetrzne czynne i sily reakcji
wystepowaly juz wczesniej, przy omawianiu réwnowagi swobodnego i nieswo-
bodnego punktu materialnego. Informacje dotyezace tych sil zostang tu zreka-
pitulowane.

4.4.1 Sily wewnetrzne i sity.zewnetrzne

Sitami wewnetrznymi nazywa sie.sily wzajemnego oddzialywania pomiedzy
punktami nalezacymi do uktadu materialnego!. Symbol V_sz oznacza sile, z jaka
punkt i dziata na punkt j:

Przypomnimy, ze do ukladu materialnego zalicza sie tylko te punkty, po-
miedzy ktérymi zachodza wzajemne oddzialywania. Sily wewnetrzne wystepuja
wiec w kazdym ukladzie punktéw materialnych. Moga to by¢ sily wynikaja-
ce z bezposrednich oddzialywan pomiedzy punktami (sily kontaktowe) lub z
oddzialywan pogrednich — poprzez elementy sprezyste, ttumiki. Liczba sil we-
wnetrznych dzialajacych na poszczegdlne punkty moze byé rozma, gdyz punkt
nie musi/oddzialywaé na wszystkie pozostale (ale musi oddzialywaé przynaj-
mniej na,jeden punkt). Wypadkowe sit wewnetrznych dziatajacych na punkt i
sa dalej oznaczone symbolem V_VZ

Wypadkowa sit wewnetrznych V_VZ dziatajacych na punkt ¢, a pochodzacych
od oddzialywania wszystkich pozostalych punktéw uktadu, moze by¢ przedsta-

ITaki sam charakter maja sity wzajemnego oddziatywatia pomiedzy ciatami (i punktami
materialnymi) stanowiacymi uklad mechaniczny.

100



wiona w postaci sumy wektoréw

n
Wi:Wi1+Wi2+'~'+Win:ZWij' (4.10)
j=1
V_Vij oznacza site oddzialywania punktu ¢ na punkt j, przy czym V_Vij = —V_Vji
(W, = 6) Istotne jest to, ze suma wszystkich sit wewnetrznych dziatajacych
na uktad punktow materialnych jest réwna zeru

n
W;=0. (4.11)
i=1
Mozna to wykazac rozpatrujac sity wzajemnego oddzialywania pomiedzy punk-
tami W; (rys. 4.9).
a) . TS = S b) LT \
2 e G W, Zl N om
\ \ \ W

Rysunek 4.9: Sily wewnetrzne: a) wzajemnego oddzialywania pomiedzy punkta-

mi (Wij); b) wypadkowe sil wewnetrznych dzialajacych na poszczegélne punkty
(W3)

Swobodny uklad punktéw materialnych (rys. 4.10) jest ponadto obciazo-
ny sitami zewnetrznymi.czynnymi (ﬁz)a wywolanymi oddzialywaniem cial (lub
punktéw materialnych) nie nalezacych do rozpatrywanego ukladu. Moga one
wynika¢ z oddzialywan bezposrednich lub posrednich. Istotne jest to, ze sily
czynne nie naktadaja ograniczen na polozenia (ani na predkosci) rozpatrywane-
go ukladur

W przypadku nieswobodnego ukladu punktéw materialnychimamy jeszcze
do czynienia z sitami zewnetrznymi, ograniczajacymi polozenia/(albo predkosci)
punktéw analizowanego ukladu. Sily te sa nazywane reakcjami wiezow (Rz)

Na kazdy punkt materialny moze dziala¢ dowolna liczba sil. W takim przy-
padku wygodnie jest zastapié¢ dzialajace sily wypadkowymi. Wielkosci f‘i, ﬁz
oznaczaja wektory wypadkowe wszystkich sit zewnetrznych dzialajacych na
punkt 7 (rys. 4.10).
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Rysunek 4.10: Sily zewnetrzne (F;, R;) i wewnetrzne (W) dzialajace nawklad
punktéw materialnych

4.4.2 Warunki ré6wnowagi nieswobodnego uktadu
punktoéw materialnych

Uktad n punktéow materialnych bedzie pozostawat w spoczynku, jesli spel-
nione beda warunki rownowagi dla kazdego punktu z osobna, to znaczy:

F,i+W;+R,=0, (i=1,...,n). (4.12)

Korzystanie z tych réwnan moze by¢ klopotliwe (w przypadku duzej liczby punk-
tow materialnych w uktadzie zachodzi koniecznos$é rozwiazania duzej liczby row-
nan). Zsumowanie wszystkich n-réwnan (4.12) prowadzi do zalezno$ci

f:f‘ Zn:\?V iﬁ:ﬁ, (4.13)
1=1 =1 =1

ktéra — po wykorzystaniu (4.11) — sprowadza sie do

n n
Y F+) R;=0. (4.14)
i=1 i=1

Warunek (4.14) oznacza zerowy wektor gléwny (S) sitzewnetrznych (czyn-
nych i biernych) dzialajacych na uklad punktéw.

Drugim warunkiem, jaki musza spelniac sity dzialajace na uklad punktow
materialnych jest zerowy moment gléwny (Mg o) sit zewnetrznych wzgledem
dowolnego bieguna.
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D FExF)+ ) (FxR;)=0. (4.15)

Warunek ten mozna udowodnié, mnozac kazde z réwnan (4.12) przez wektor
r'; (lewostronny iloczyn wektorowy), a nastepnie dodajac wszystkie réwnania.

Wazne jest jeszcze stwierdzenie, ze suma momentéw sil wewnetrznych ukta-
du materialnego wzgledem dowolnego bieguna jest réwna zero. Mozna to udo-
wodnié, rozpatrujac silty wzajemnego oddzialywania dwoch dowolnych punktéw
(¢ oraz j) uktadu (rys. 4.11).

o

Rysunek 4.11: Wyznaczanie sumy momentow sil_wewnetrznych wzgledem bie-
guna O

Sumujac momenty sil V_Vij i V_Vﬁ wzgledem bieguna O

MO(WZJ) + MO(V_V]Z) =I X sz + Fj X W]z , (4.16)
po wykorzystaniu zwiazkdw:
Wj’t = _Wij , I_"j =T, + Flj , (4.17)

mozna napisaé

— —

Wij=0, (4.18)

= _rij X

gdyz wektory Fij i V_Vz-j maja jednakowe kierunki.
Sumujac momenty pochodzace od wszystkich sil wewnetrznych Wij, przy

-

czym sumowanie to moze odbywac sie parami (Wija V_Vji), otrzymuje sie

Mo(Wy) =) " (Mo(Wy) + Ms(W;)) =0 . (4.19)

n
=1 i=1 j=1

7
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Wynika stad, ze suma momentéw sil wewnetrznych uktadu materialnego wzgle-
dem dowolnego bieguna jest réwna zero.

Warunki réwnowagi nieswobodnego uktadu punktéw materialnych sprowa-
dzaja sie do:

n n
§:Zﬁi+zﬁi:6a (4.20)
i=1 =1
Mg, = > (FixF;)+ ) (fixR;)=0. (4.21)
1=1 1=1

Uzywajac oznaczenia P, = F; + R, réwnania te mozna zapisa¢ jako:

S=N"P,=0, 4.22)

M,, =Y (f;xP;)=0. (4.23)

Tym dwoém réwnaniom wektorowym odpowiada sze$é rownan rownowagi w po-
staci skalarnej — ich postac jest okreélona wzorami:

n

Pia::()a
i=1
Zsz =0,
i=1
n
szz:()v
i=1

(4.24)

ZMia;: (yi Piz — 2 Py) =0,

n
> M. = (2; Py —yi Piz) = 0.

Podane réwnania sa warunkami koniecznymi, jakie musza by¢ spelnione dla
zapewnienia rownowagi uktadu punktow materialnych. Nie sa to jednak warunki
wystarczajace. (Mimo, ze beda one spelnione punkty uktadu mogg poruszacé sie
wzgledem siebie.)
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Warunki te sa warunkami wystarczajacymi istnienia réwnowagi uktadu punk-
tow materialnych w przypadku, gdy odleglosci pomiedzy punktami pozostaja
niezmienne (ma to miejsce w przypadku ciala sztywnego).

4.5 Roéwnania rOwnowagi ciala sztywnego

Cialo sztywne moze byé¢ traktowane jako uklad nieskonczenie wielu punk-
téw materialnych (n — o0), ktérych wzajemne odleglosci nie ulegaja zmianie.
Oznacza to, ze réwnania réwnowagi uktadu punktéw materialnych (4.22) i (4.23)
(albo réwnania w postaci skalarnej (4.24)) moga by¢ wykorzystywane przy roz-
patrywaniu réwnowagi ciata sztywnego. Dla ciala sztywnego sa one warunkami
koniecznymi i wystarczajacymi na to, by cialo bylo w réwnowadze.

Nalezy jedynie zwréci¢ tu uwage na sposéb numerowania sit. W przypadka
uktadu punktéw materialnych ich liczba (n) okreslata réwniez liczbe sit dziata-
jacych na uklad. Na kazdy punkt materialny dzialala jedna (wypadkowa) sita
zewnetrzna, jedna (wypadkowa) sila wewnetrzna i jedna (wypadkowa) sila re-
akcji wiezow.

Dla ciatla sztywnego wygodniejsze jest przyjecie odmiennego+sposobu nu-
merowania sil. Symbol n w przypadku ciata sztywnego oznaeza¢ bedzie liczbe
wszystkich sil zewnetrznych i sil reakcji dzialajacych na‘ciato. Liczbe sil czyn-
nych oznaczymy symbolem n, a liczbe sil reakcji przéz n,:

Uktad sil czynnych f‘ (i=1. ) dmalamcych na cialo Sztywne mozna
w takim przypadku przedstawic Jako P, = F1, Ps = Fg, PnF = FnF, a sity
reakcji R (j = 1...ny) oznaczyé: Pnp+1 =Ry, .. PnF+nR = RnR Nalezy
tu dodac ze suma wszystkich sil wewnetrznych'dla ciala sztywnego jest réwna
7ero (gdyi V_Vij = —Wﬁ).

Réwnania rownowagi ciala sztywnego moga by¢ rowniez wyprowadzone na
podstawie informacji zawartych w punkcie 2.5.3, dotyczacych redukcji sit dzia-
tajacych na cialo sztywne.

Na podstawie przyjetych aksjomatéw (por. punkt 1.3) kazde cialo nieswo-
bodne mozna rozpatrywa¢é tak jak cialo swobodne, pod warunkiem, ze dziatanie
wiezéw zostanie zastapioneodpowiednimi reakcjami.

Przeprowadzajac redukcje sit czynnych i sit reakcji, to jest wyznaczajae
wektor glowny i moment gléwny wszystkich sit dzialajacych na cialo sztywne
(rys. 4.12), na’podstawie wzoréw (2.63) i (2.64), otrzymuje sie

n
S=> P, (4.25)
oraz

Mgo = Z 1\7101- = Z _‘i X 132 . (4.26)



Rysunek 4.12: Uktad sit (f’l, i = 1...n) dzialajacych.na cialo sztywne oraz jego

— —

wektor gléwny (S) 1 moment gléwny (Mg()

Oznacza to, ze sily dzialajace na cialo zostaly zastapione réwnowaznym im
ukladem obciazeil w postaci jednej sily S i jednej pary sit o momencie réwnym
Mgo.-

Réwnowaga ciala obcigzonego jedna sila jest mozliwa tylko wtedy, gdy sita
dzialajaca na cialo jest wektorem réwnym zero (§ = 6)

Pod dzialaniem pary sil swobodne cialo sztywne nie jest w réwnowadze
(wynika to ze stwierdzenia zawartego w punkcie 2.5.1), a wiec réwnowaga ciala
bedzie mozliwa jedynie w_przypadku, gdy MgO =0.

Mozna zatem stwierdzié¢, ze warunkiem rownowagi ciala sztywnego jest. ze-
rowa wartos¢ wektora gtownego sit i zerowa warto$¢ momentu gltownego”sit
wyznaczonego dlazdowolnego bieguna O

§:Zf>i:67 (4.27)

i=1

3

Mgo =

i

1\7[01- = Fi X ISZ = 6 . (4.28)

n
=1 =1

Sa to wiec identyczne réwnania réwnowagi jak réwnania wyprowadzone na pod-
stawie analizy rownowagi ukladu punktéw materialnych.
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Otrzymane wyniki mozna podsumowaé¢ formulujac twierdzenie.

® Warunkiem réwnowagi ciala sztywnego jest zerowa warto$é wek-
tora gléwnego i zerowa wartoS¢ wektora momentu gléwnego
wszystkich sit czynnych i sit reakcji dzialajacych na to cialo.

Ciato sztywne znajduje sie w polozeniu réwnowagi, jesli sity czynne i sity
reakcji spelniaja réwnania:

ZPM,:Oa
1=1

n
szy:();
i=1
ZPzZZOa

<
Il
—

(4.29)

=
M=

@
Il
i
-
Il
i

(yi Piz — 2 Py) =0,

LT

M=
=
M=

@
Il
i
-
Il
i

NE
Il
NE

(i Py — yi Pia) =0 .

=1

<
Il
—
<
Il

4.6 Rozwigzywanie zadan statyki

Rozwiazywanie zadan statyki.polega na wyznaczeniu:

— polozenia, w ktorym-uktad znajduje si¢ w rownowadze,

— niewiadomych sil dzialajacych na uklad w potozeniu réwnowagi.
Niewiadomymi silami sa zazwyczaj reakcje oddzialtywania wiezow lub sity wza-
jemnego oddzialywania pomiedzy ciatami nalezacymi do uktadu.

Na podstawie zaleznosci wynikajacych z mechaniki ogélnej — odnoszacej sie
wytacznie.de cial sztywnych — mozna rozwiazaé tylko zadania statycznie wy-
znaczalne./Zadanie jest statycznie wyznaczalne o ile liczba niewiadomych sit
jest réwna liczbie réwnan?, jakie mozna napisaé¢ dla rozpatrywanego uktadu.

Calkowita liczba réwnan jest suma liczby réwnan réwnowagi oraz liczby
dodatkowych zaleznosci okreslajacych sily dzialajace na rozpatrywany uktad.
Sa to zwiazki pomiedzy:

2Réwnania statyki stanowia uktad réwnan liniowych ze wzgledu na sity. Otrzymany uktad
réwnan musi by¢ oznaczony.
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e silg tarcia granicznego® a reakcja normalng (Ty, = pu N),
e silami dzialajacymi na tasme opasujaca cialo (S; = Sy et ®),
e sila sprezystosci a odksztalceniem sprezyny (Fs = k Al).

Jedli liczba niewiadomych sit przekracza liczbe réwnan, to zadanie jest sta-
tycznie niewyznaczalne (tego rodzaju zagadnienia moga by¢ rozwiazane na pod-
stawie analizy odksztalcen ukladu). W przeciwnym przypadku — gdy liczba nie-
wiadomych sil jest mniejsza od liczby réwnan rownowagi — uklad staje sie me-
chanizmem, to znaczy porusza sie pod wplywem dzialajacych sil (réwnowaga
ukladu jest mozliwa dla szczegdlnego ukladu sit).

Rozpatrywane uklady moga sie skladaé z jednego ciala sztywnego (uklady
proste) lub z wielu cial sztywnych (uklady zlozone). Przy rozpatrywaniu tych
ukladéw istotne jest zwrdcenie uwagi na fakt, ze rownania réwnowagi sa warun-
kami koniecznymi i wystarczajacymi w przypadku ciala sztywnego. Dla uktadu
zlozonego z cial sztywnych (polaczonych ze soba elementami dopuszezajacymi
wzgledne przemieszczenia) rownania rownowagi sa jedynie warunkami koniecz-
nymi réwnowagi.

4.6.1 Uktady proste

Na rysunku 4.13 jest przedstawione cialo sztywne znajdujace sie w réwno-
wadze. (Jest to plyta utrzymywana w polozeniu réwnowagi za pomoca trzech
lekkich pretow zakonczonych przegubami. Plyte obciazono czterema sitami i pa-
ra sil o znanym momencie.) Zadanie polega'na wyznaczeniu sil w pretach.

Rysunek 4.13: Przyklad prostego uktadu mechanicznego

3W zagadnieniach statyki warto$¢ wspélczynnika tarcia p przyjmuje sie réwna wartosci
statycznego wspélczynnika tarcia ps (p = ps).
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Sposéb rozwiazania zadania mozna przedstawi¢ w postaci algorytmu przed-
stawionego na rys. 4.14.

Korzystajac z przedstawionego algorytmu mozna rozwiazywaé zadania do-
tyczace réwnowagi prostych (zawierajacych jedno cialo sztywne) ukladéw me-
chanicznych. Zamieszczony dalej przyklad jest ilustracja zastosowania tego al-
gorytmu w praktycznych obliczeniach.

Uktad prosty
!

Uwolnienie od wiezow
i wprowadzenie reakcji

|

Napisanie réwnan rownowagi
dla uktadu
(okreslenie liczby niewiadomych)

J

Poréwnanie liczby rownan
i liczby niewiadomych
(napisanie dodatkowych
zaleznosci)

Rozwigzanie uktadu rownan

Rysunek 4.14: Algorytm rozwiazywania zadan ze statyki — dla uktadéw prostych
(jedno cialo)

PRZYKEAD 4.6.9
Wyznaczy¢ sily ‘w lekkich pretach utrzymujacych cialo przedstawione“na
rys. 4.13 w polozeniu réownowagi. Dane wartosci sit: P, = 100 N; Ps~= 80 N;
P3; =90 N; Py=60 N; wartos¢ momentu pary sit M = 300 Nm oraz wymiary:
a1 =0,0mia; =0,6m; bo=1,5m; hy =2,0m; hg =1,1 m i katy: a; = 30°;
pr = 207; By = 40°.

ROZWIAZANIE

Uwolnienie ukladu od wiezéw polega na zastapieniu pretow silami reakcji,
przedstawiajacymi oddzialywanie pretow na cialonSily te maja kierunki takie
jak prety, a ich zwroty moga by¢ przyjete w dowolny sposéb. Na rysunku 4.15
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sa pokazane wszystkie obciazenia zewnetrzne (czynne i bierne) dzialajace na
rozpatrywane ciato sztywne.

Rysunek 4.15: Obciazenia czynne i sity reakcji dzialajace na cialo sztywne

Sposréd szesciu réwnaii réwnowagi ciala sztywnego (4.29) dla ukladu sil
dzialajacych w jednej plaszczyznie wykorzystujevsie trzy réwnania (pozostale
réwnania sprowadzaja sie do tozsamosci 0= 0,). Dla ukladu sil lezacych w plasz-
czyznie xy sa to: rownania rzutéw sil ma osie x i y oraz rownanie momentow
wzgledem osi* z. Poczatek ukladuwspélrzednych mozna przyjaé¢ w dowolnym
punkcie — w tym przypadku zostal on, umieszczony w punkcie A (rys. 4.15).

Rozpatrywane cialo bedzie w rownowadze, o ile speinione beda réwnania:

S Pw=0 = Pjcost— Ps+ Sicosf —Szcosf3=0,
St Py =0 =~Psinag — P>+ Py + Sisinfy — S — Sysin B3 = 04
i M. =0 = —(Picosai)hi — (Pisinag)a; — Pras + Psha+
—(S1cosB1)hy + (S1sinfr)az — Seby = M=0.
W tych réwnaniach niewiadomymi wielkosciami sa sily: S1, .52, Ss. Rozwiaza-

nie uktadu trzech réownan pozwala na wyznaczenie trzech niewiadomych reakcji
oddzialywania pretow na ciato.

40sie ukladu wspéirzednych moga byé obrane, w speséb dowolny, ale nie moga byé¢ do
siebie rownolegte. Wygodne jest jednak uzycie prostokatnego ukladu wspélrzednych.
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Otrzymany uklad réwnan mozna przedstawi¢ za pomoca macierzy jako

cos 31 0 —cosfs S
sin 3y —1 —sinpfs Sy | =
—hicosf31 +assin3y  —by 0 S3

—Picosaq + Ps
= —Pisinag + Py, — Py
Pihicosa + Piagsinog + Pyas — P3shs + M

Rozwiazanie tych rownan w postaci ogolnej jest klopotliwe, a wynik rozwiazania
skomplikowany. Po podstawieniu wartosci liczcbowych otrzymuje sie

0.9396 0 —0.7660 S1 3.3975
0.3420 -1 —0.6428 Sy | = —30.
—1.6742 —1.5 0 Ss 447.2051

Rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan jest proste i prowadzi do nastepujacych
wynikéw: S1 = —494,28 N; Sy = 253,53 N; S5 = —610.76 N.

Ujemne wartosci sil S1 1 S3 oznaczaja, ze zwroty tych sil sa przeciwne do
zalozonych na rys. 4.15. &

PRZYKEAD 4.6.10
Napisac réwnania réwnowagi dla wycinka tasmy epasujacej nieruchome ciato
o ksztalcie walca (rys. 4.16). Kat opasania ciala wynosi'«, a wspélczynnik tarcia
pomiedzy cialem a tasma jest réwny .
Korzystajac z rownan réwnowagi dla nieskonczenie malego wycinka tasmy
okresli¢ zaleznos¢ pomiedzy wartosciami sit S7 1 Sy przylozonych na koncach
tasmy.

a

ASNNNNANNSSRRNNRNNY g] (S,>8S,)

Rysunek 4:16:Tasma opasujaca fragment ciala o ksztalcie walca

ROZWIAZANIE

Przy wyprowadzaniu wzoru (3.13) nalezy okresli¢ sily dzialajace na elemen-
tarny odcinek tasmy i rozpatrzy¢ réwnania réwnowagi takiego ciala.

Sily dzialajace na infinitezymalny (nieskoriczenie maly) odcinek tasmy sa
widoczne na rys. 4.17.

Sposréd szesciu réwnairi réwnowagi ciala sztywnego (4.29) wykorzystujemy
tu jedynie dwa réwnania: rzutéw sit na osie x i'y. (Przy zalozeniu, ze uklad sit
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Rysunek 4.17: Sily dzialajace na element tasmy

dzialajacych na element tasmy jest ukladem sil zbieznych i lezacych wiplaszczyz-
nie xy pozostale réwnania sprowadzaja sie do tozsamosci 0 = 0.) Rownowaga
ciala bedzie wigec zapewniona, jesli spelnione beda réwnania:

- A
ZP”:O = *SCOSTSD*AT*F(S‘FAS)COS%:O, (4.30)

=1

= A A
YPy=0 = —SsinT(p-i-AN—(S—I—AS)SinT@:O. (4.31)

i=1

Wobec zalozenia nieskoriczenie malyeh wymiaréw ciala (A — 0) mozna przy-
jac, ze cos %‘@ =~ 1 oraz sin %‘e &= %"3. Rownania (4.30) i (4.31) sprowadzaja si¢
zatem do:

—8+=AT+S5+AS=0, (4.32)
A A A
»STSO +AN — 57‘/’ - AST‘/’ ~0, (4:33)

skad — po peminieciu iloczynu AS %, ktory jest wielkoScia o jeden rzad mniejsza
od pozostalych skladnikéw réwnania — otrzymuje sie:

AT =AS, AN=SAp. (4.34)

Uzywajac klasycznego modelu tarcia mozna wykorzystaé zaleznosé pomiedzy

sila tarcia i obciazeniem normalnym AT = p AN. Prowadzi to do réwnania
AS
—=uS. 4.35
Ay M (4.35)
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Granica wyrazenia stojacego po lewej stronie réwnania przy Ay — 0 jest po-
chodna sily S wzgledem kata

AS dS
im — = —. (4.36)
Ap—0 AQO ng
Zatem
ds
—=uS 4.37
i " (4.37)
Iub
as
— =pudp . 4.38
g = hdy (4.38)
Rozwiazaniem tego réwnania (calka ogélna rownania (4.38)) jest
InS(p) =pup+c. (4.39)
Korzystajac z warunkéw brzegowych (por. rys. 3.15):
p=0 = S50)=25, (4.40)
p=a = Sla)=>5, (4.41)

mozna wyznaczy¢ stala c, ktéra bedzie rowna e¢.=In Sy oraz okresli¢ zaleznosé
pomiedzy wartosciami sit Sy 1 Sy jako
So

In 5 5 e (4.42)

lub w postaci

SQ = S1€ua . (443)

Na wykresie przedstawionym na rys. 4.18 widoczny jest rozklad sil mormal-
nych, z jakimi taSma oddziatuje na cialo. Zostal on przedstawiony jako obciaze-
nie ciagle qy — nieréwnomiernie roztozone na obszarze kontaktu tasmy 'z cialem.
Obciazenie qy(p) zostalo wyznaczone jako

dN S1
e 4 4.44
an(p) Rdp R ey, ( )
przy czym R oznacza promien ciala (rys. 3.15,tys. 4.17). O
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15 10 10 15 [N/m]

Rysunek 4.18: Rozktad naciskéw pomiedzy tasma a krazkiem

O

4.6.2 Uklady zlozone @

Dla ukladu zlozonego z cial sztywnych (polaczonych ze so e&n‘cami
dopuszczajacymi wzgledne przemieszczenia czy obroty) rowna 1ﬂﬂnowagi sa
jedynie warunkami koniecznymi réwnowagi. W zwiazku z tym zy analizie ukla-
dow zlozonych zazwyczaj konieczny jest podzial ukladu a poduktady i rozpa-
trywanie réwnowagi pojedynczych cial sztywnych. D o ciala sztywnego
réwnania réwnowagi sa warunkami koniecznymi i Wy rczaJ cymi dla istnienia
roéwnowagi.

Na rysunku 4.19 pokazany jest przyktad d lozonego — zawierajacego
wiecej niz jedno cialo sztywne.

Rysunek 4.19: Przyklad zlozonego uktadu r&znego

*

Sposéb rozwigzania tego rodzaju zadafl’iluﬁ{aje algorytm zamieszczony na

rysunku 4.20. ®



Uktad ztozony

J

Uwolnienie od wiezéw
i wprowadzenie reakcji

Napisanie rownan réwnowagi
dla catego uktadu
(okreslenie liczby niewiadomych)

Podziat na podukfady
i wprowadzenie reakcji
wzajemnych oddziatywan
poduktadéw

Napisanie réwnan réwnowagi
dla wybranych poduktadéw

Porownanie liczby réownan
i liczby niewiadomych
(napisanie dodatkowych
zaleznosci)

Rozwigzanie uktadu réwnan

Rysunek 4.20: Algorytm rozwiazywania,zadan ze statyki — dla uktadow zlozo-
nych z wielu ciat

PRZYKEAD 4.6.11
Wyznaczy¢ wartosémomentu, napedzajacego przednie kola samochodu, nie-
zbedna do wywolania jego ruchu. Dane: masa samochodu (ms = 1000 kg), masa
kola (my, = 5 kg)spodstawowe wymiary (a = 2,5m;b=3m;d=0,5m;sr = 0,3
m), wspélezynnik tarcia (u=0,3), opdr toczenia (f = 0,02 m).

ROZWIAZANIE

Zgodnie z podanym algorytmem rozwiazanie zadania mozna’ rozpoczaé¢ od
uwolnienia od wiezow i rozpatrzenia réwnowagi calego ukladu. Bardziej przej-
rzysty sposob rozwiazania uzyskuje sie jednak, rozpatrujac oddzielnie réwnowa-
ge kazdego z cial nalezacych do ukladu.

Na rys. 4.21 jest pokazany plaski (dwuwymiarewy) model samochodu oraz
podzial modelu na poduklady proste (na ciala‘sztywne).

115



Rysunek 4.21: Model pojazdu z napedem na przednie kola: a) analizowany
uklad, b) obciazenia dzialajace na nadwozie i podwozie, ¢) sily dzialajace na
tylne kolo (bierne), d) sily dzialajace na kelo przednie (napedzane)

Zaznaczone sa sily i momenty par sil dzialajace na poszczegélne ciala. Po-
chodza one od obciazen zewnetrznych ( é, Q), wzajemnego oddziatywania ciat
Ry, ﬁly, Roy, ﬁgy) reakeji podloza (N, T1, Ny, Ty)?.

Poniewaz dane zawieraja informacje dotyczaca oporu toczenia, to reakcje
normalne podloza (N 1 i NQ) leza na prostych przesunietych wzgledem Srodkow
kot o wartosé f-w kierunku jazdy.

Warto tez zwrdci¢ uwage na sposob wprowadzenia momentu napedzajacego
M,,. Dla. rozpatrywanego ukladu jest to obciazenie wewnetrzne/+ przedstawia-
Jjace dzialanie watu silnika na kola napedzane z jednej strony,a z drugiej strony
korpusu'silnika na podwozie (dzigki temu silnik moze pozostawaé w polozeniu
réwnowagi).

Dla kazdego z poduktadéw przedstawionych na rys. 4.21 mozna napisac trzy
réownania réwnowagi, poniewaz dzialajace obciazenia sa silami lub parami sil

5Jesli wartodci sit Q1 i Q2 przyjmiemy jako podwéjny. ciezar kota (Q1 = Q2 = 2my, g), to
otrzymamy wyniki dla samochodu na czterech kotach.
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lezacymi w jednej plaszczyzZnie (stanowia plaski, niezbiezny uklad sil).
Dla poszczegélnych cial otrzymuje sie réwnania o postaci®:

— dla nadwozia-podwozia
ZPJC i —Rop + R, =0,

> Py Ryy—G+Ryy=0,

> Mc: —Ryya— Rogd+ Riy(b—a)+ Riyd+ M, =0,
— dla tylnego kola

> P Ropy—Tr=0,

> Py: —Ryy—Q+Ny=0,

> Mo,: —Tar+N2f=0,
— dla przedniego kola

Pyt —Riz+T1=0,

> P,: —Riy—Q+N; =0,

> Mo, : —M, +Tyr+ Ny f=0.
Rozwiazanie ukladu dziewieciu réwnan réwnowagi prowadzi do zaleznosci:

Mn:f(G+2Q)7

Ny oo —aG+bG+be+bQ+2fQ 7
Ny = aG=fG+bQ-2fQ
b b

—aG+bG+fG
T = f(=aG+b +bfr +bQ+2fQ)7

T, = L(CaGHbGH1G+bQ+2/Q)

br

6Symbole Z Py, .. Z Mo, : wskazujg na sposéh, w jaki otrzymano poszczegélne réw-
nania réwnowagi.
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Ry, = f(=a G+bG+bf7Q+bQ+2fQ) ’

Ry, = aG7f§72fQ ,

—aG+bG+fG
Roy = f(=aG+b +bf7' +bQ+2 Q) 7

—aG4+bG G+42
R2y:a+—£f+fQ-

Wyniki rozwiazania dla zadanych wartosci parametréw modelu sa nastepujace”:
M, = 200,12 Nm; Ny = 1799,81 N; N; = 8206,39 N; 17 = 119,99 N;
T, = 119,99 N; Rip = 119,99 N; R, = 119,99 N; R;, = 8108,29 N;
Ry, =1701,71 N.

Dodatkowo zostaly wyznaczone graniczne wartosci sit tarcia: T g, = Ny =
3282,56 N oraz Tbyr = pNo = 719,92 N. Jak wynika z rozwiazania dla.za-
danych wartosci parametréw poslizg pomiedzy kolami a podlozem nie wystapi,
gdyz T < Tlg'r' 1Ty < ng.,-. <>

4.7 Redukcja réwnoleglego ukladu 'sit —
srodek ciezkosci

Dowolny uklad sil zwiazanych z punktami lub z prestymi moze by¢ zastapio-
ny przez uktad sktadajacy si¢ z wektora gléwnego.i momentu gtéwnego. Reduk-
cja uktadu sil zostala oméwiona w punkcie-2.5.37 Przypomnimy, ze dwa uklady
wektoréw sa rownowazne, jesli wektor glowny (§) i moment gltéwny wzgledem
dowolnie obranego bieguna (1\7[g0) sa~dla obu ukladéw wektoréw réwne.

Wyznaczymy wektor gtowny ifmoment gléwny rownolegtego ukladu sit po-
kazanego na rys. 4.22.

Wektor glowny jest suma wszystkich wektorow nalezacych do uktadu, to
ZNaczy

G, (4:45)
1

vy

n
1=
(w przypadkusit ciezkoscei bedziemy réwniez uzywaé oznaczenia G= §)
Moment gtowny ukladu sit wzgledem dowolnie obranego punktu O okresla
zaleznodc¢ (2.64)

n n
Mgo = Z 1\7[01' = Z _’i X él s (446)

TOtrzymane rezultaty nalezy podzieli¢ przez dwa, o ile wyniki otrzymane dla modelu pta-
skiego bedziemy odnosi¢ do pojazdu na czterech kotach.
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a moment gléwny wzgledem innego bieguna (punktu C) — zgodnie z (2.68) —
mozna wyrazi¢ jako

— —

Mg = Mg — Toc x S . (4.47)

v

Rysunek 4.22: Redukeja ukladu sit réwnoleglych: a) do wektora gléwnego i mo-
mentu gléwnego, b) do sily wypadkowej

Dla ukladu sit réwnoleglych mozna znalezé taki punkt C, dla ktérego

—

Mg =0. (4.48)

Uktad wektoréow zredukowany do punktu C, dla ktérego jest spelniony warunek
(4.48) sprowadza sie do jednego wektora — wektora gléwnego S. (Jesli uklad
wektorow daje sie sprowadzi¢-do jednego wektora i jest nim wektor glowny §,
to taki wektor nazywany jest'wektorem wypadkowym lub sila wypadkowa —
w przypadku redukeji ukladu sit.)

® Srodek ukladu wektoréw réwnoleglych jest to punkt, do ktérego
jest przylozony wektor wypadkowy ukladu wektoréw réwnole-
glych -.r6wnowazny temu ukladowi wektoréw.

Punkt'C'; do-ktérego zredukowany jest uklad sit réwnoleglych jest mazywany
Srodkiem réwnoleglego ukladu sil. W przypadku, gdy rozpatrywanym ukladem
wektorow sa sity ciezkosci ((_il) punkt C, w ktorym przylozona jest wypadkowa
tych sit G = > éz nosi nazwe srodka ciezkosci.

W celu okreslenia polozenia srodka cigzkosci uktadu ztozonego z n punktéw
(o ciezarach éz) poszczegdlne wektory przedstawia sie.w postaci

G;= -Gk, (4.49)
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gdzie Kk jest wektorem jednostkowym pionowej osi z, a (G; oznacza wartos¢ sily
ciezkosci punktu materialnego 1.
Wektor gléwny S jest w takim przypadku okreslony przez

i=1

S=3G= (Y Gk, (450)

a moment gtéwny wzgledem punktu C jako

~l
Il
|
—
)
-
@'11
SN~—
X
-
—
=~
ot
—
N~—

Mgo :Zf’ix éi: —(Z FZGZ) X
i=1

i

Il
i
.
Il
—

lub
(-(Xn: Gifi)+(iG¢)foc> X k=0 . (4.53)

Roéwnanie (4.53) jest spelnione w dwoéch przypadkach: gdy wektor okreslony
wyrazeniem ujetym w nawiasy jest rowny zero i'gdy ma on kierunek dzialajacych
sit (wersora k)®. Z warunku

—() Gify) (D _Gi)Toc =0 (4.54)
i=1 i=1
otrzymuje si¢ rownanie
(D Gi)Toc = Y Gy, (4.55)

Zatem, polozenie $rodka ciezkosci ukladu zlozonego z n punktéw (wktérych
przylozone sa sily G;) okresla zalezno$é

G.¥; Y Gt
' 4.
= (456)

8Taka sytuacja ma miejsce wéwczas, gdy wszystkie sity G leza na wspdlnej prostej prze-
chodzacej przez punkty O i C'.
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Oznaczajac wspolrzedne wektora Toc jako (¢, yeo, 20), a wspélrzedne wek-
toréw T; jako (x4, y;, 2:), réwnanie (4.56) mozna przedstawi¢ w postaci skalarnej
jako:

n
i=1
To= =5 s
G;
i=1
n
Gm yl
=1
Yo = S, (4.57)
G;
i=1
n
Z Giz;
=1
Zo = Th
> Gi
i=1

Wyrazenia zawarte w licznikach tych utamkéw nosza nazwe momentow sta-
tycznych ciezaru ciala wzgledem odpowiednich plaszczyzn ukladu wspolrzed-
n
nych Oxyz. (Uzywa sie oznaczen: S, = > G;x; — dla momentu statycznego
i=1
n
wzgledem plaszczyzny yz; S, = >, G;y; — dla momentu statycznego wzgledem
i=1
n
plaszczyzny xz; S, = > G; z; — dla momentu statycznego wzgledem plaszezy-
i=1
zny xy.)

4.7.1 Polozenie srodka ciezkosci ciata

Potozenie srodka ciezkosci ciala mozna okresli¢ w analogiczny sposéb. Przyj-
mujac, ze liczba punktéw zmierza do nieskonczonosci (n — o), a ciazar kazdego
z nich G; = vAV;, przy czym!AXV; oznacza objetos¢ elementarnego wycinka cia-
la, a v jego ciezar wlasciwy®, otrzymuje sie:

(oo}
> YAV,
o= (4.58)
_Zl 1AV,
> YAViy;
Yo="F— (4.59)

M=

YAV
1

.
Il

9Cigzar wladciwy ciala okreslony jest zaleznoscia v.= p g,.gdzie p oznacza mase wladciwa
ciala, a g przyspieszenie grawitacyjne.
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> YAViz;
= (4.60)

Zo =

> AV

i=1

Przechodzac do granicy (dla AV; — 0) symbol sumowania zastepuje sie symbo-
lem catkowania — stad polozenie srodka cigzkosci dla ciata okreslaja zaleznosci:

fwdv fxdG
v

v
€T = =
7 [rav G 0
\4

f’yde fde
\4

yczvadv =, (4.61)
\4

fvde fsz
\4

_ Vv
Fo = [~yav = G
s

Potozenie $rodka ciezko$ci wybranych linii, figur ptaskich i bryt

Przy wyznaczaniu polozenia $rodkéw cigzkosci cial jednorodnych przydatne
sa ponizsze twierdzenia.

® 1. Jedli cialo ma plaszczyzne Symetrii, to Srodek ciezkosci lezy
w tej plaszczyznie.

® II. Jesli cialo ma dwie plaszczyzny symetrii, to $srodek ciezkosci
lezy na linii ich- przeciecia.

® III. Jesli ciato ma trzy plaszczyzny symetrii, to $rodek ciezkosci
lezy w punkcie przeciecia sie tych plaszczyzn.

® IV. Moment statyczny dowolnego ciala wzgledem plaszczyzny
przechodzacej przez Srodek ciezkosci tego ciala jest réwny zero.

Przyktadowo, na podstawie twierdzenia III, mozna okreslié¢'potozenie srodka
ciezkosci jednorodnych cial o ksztaltcie kuli, walca, prostopadtodcianu.

Na podstawie wzoréw (4.61) wyznacza sie polozenie Srodka ciezkosci jed-
norodnych cial o dowolnych ksztattach. Poniewaz catkowanie wykonywane jest
po obszarze calego ciala, to obliczenia sprowadzaja sie do wyznaczenia wartosci
catek potrdojnych.
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W wielu przypadkach — ze wzgledow praktycznych — ciata klasyfikuje sie jako
jedno-, dwu- i tréjwymiarowe. Jesli wszystkie trzy wymiary (w trzech wzajemnie
prostopadlych kierunkach) maja poréwnywalne wartosci, to cialo traktuje sie
jako tréjwymiarowe (bryta).

W przypadku, gdy jeden z wymiaréw ma warto$¢ wielokrotnie mniejsza od
pozostalych, to cialo mozna uwazaé za dwuwymiarowe (powloka, figura plaska).
Podobnie cialo, ktérego jeden z wymiardéw ma stala warto$é (np. stala grubosé)
mozna rozpatrywaé tak, jak cialo dwuwymiarowe.

Cialo, ktorego wymiary przekroju poprzecznego sa niewielkie w poréwnaniu
z dlugoscia traktuje sie jako jednowymiarowe (linia). Dla cial jednowymiaro-
wych wyznaczenie polozenia $rodka cigzkosdci na podstawie wzoréw (4.61) nie
jest trudne. Analogiczna sytuacja zachodzi dla ciala o jednakowych wymiarach
przekroju poprzecznego na calej dlugosci ciala.

Rysunek 4.23: Wyznaczanie polozenia srodka ciezkosci tuku okregu (linii)
Polozenia $rodka ciezkosci tuku okregu (rys. 4.23) mozna okreslié¢ na pod-
stawie wzoru (4.61). Po wyznaezeniu catkowitego ciezaru linii oraz jej dlugosci:
G=~AL, L=22ar, (4.62)
a nastepnie cigzaru i dlugosci nieskonczenie malego elementu linii:
dG =~vyAdL , dL=rdy (4.63)
oraz wspolrzednej y/ okredlajacej polozenie takiego elementu, otrzymuje sie

JydG  ~A[ydL a
v 7 1

Yo = e = VAL = Z/rcoscprdga:
—a
1 .
= Ser r?sing |*,= rszla . (4.64)
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Zatem — dla tuku okregu

y, = Tne | (4.65)

W podobny sposdb wyznacza sie polozenia $rodka ciezko$ci wycinka kota
(rys. 4.24). W tym przypadku dokonuje sie podzialu na nieskonczenie wiele
tréjkatéw i korzysta z faktu, ze Srodek ciezkosci elementarnego trojkata znajduje
sie w odleglosci %r od $érodka okregu.

Po wykonaniu catkowania otrzymuje sie

’

yC = %—TSiDIélOt (466)

r

Y

Rysunek 4.24: Wyznaczanie polozenia srodka ciezkosci wycinka kolowego

Zmajomos¢ polozenia srodka ciezkoséci dla elementarnych cial pozwala na
wyznaczenie érodka ciezkogei cial o bardziej skomplikowanych ksztattach'C.

Dla cial o skomplikowanych ksztaltach polozenie $rodka ciezkosci wyznacza
sie w kilku etapach:

— podzial ciala'na proste elementy, ktérych polozenia srodkéw ciezkosci sa
znane lub-dadza si¢ tatwo obliczy¢,

— obliczenia, momentéw statycznych poszczegdlnych elementow, wzgledem
plaszczyzn przyjetego uktadu wspolrzednych,

— «obliczenia wzoréw wspolrzednych srodka ciezkosci na pedstawie wzordw
(4.60).

100kreslenie potozenia §rodka ciezkoéci cial jest mozliwe . na drodze dogwiadczalnej. Ekspe-
ryment polega na zawieszaniu ciala zamocowanego w jednymipunkcie i wyznaczaniu pionowej
prostej przechodzacej przez punkt zawieszenia. Srodek'ciezkoéci lezy w punkcie przeciecia
takich prostych.
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N ) Wspotrzedne
azwa Oznaczenia srodka cigzkosci
Odcinek linii r_rsino
(tuk okregu) . a
yA
Powierzchnia h I
o ksztatcie o =3
trojkqta 2] & ‘
Powierzc.hnia ; a+2b h
o ksztalcie = %h 3
trapezu
Powierzchnia
o0 ksztalcie y'=l rsino.
wycinka kola €T3 o
A7

Ostrostup A gm oy |

H dz - 7

C z
i b
X

Rysunek 4.25: Wspdlrzedne polozenia srodka cigzkosci jednorodnych cial o ele-
mentarnych ksztaltach
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Sposéb wyznaczania $rodka cigzkosci ciat o ztozonych ksztaltach jest przed-
stawiony schematycznie na rys. 4.26.

Wyznaczanie potozenia
srodka ciezkosci ciata

|

Wybdr podstawowego
uktadu odniesienia

l

Podziat ciata na n ciat
o elementarnych ksztattach

!

Wyznaczenie ciezaréw i potozen
srodkow ciezkosci elementarnych ciat
w pomocniczych uktadach
wspotrzednych

Wyznaczenie potozen
Srodkow cigzkosci elementarnych ciat
w podstawowym uktadzie
wspoirzednych

Wyznaczenie wspoétrzednych potozenia
Srodka ciezkosci ciata
na podstawie wzoréw (2.57)

Rysunek 4.26: Algorytm wyznaczania polozenia srodka ciezkosci ciala o zlozo-
nym ksztalcie

PRZYKEAD 4.7.12
Wyznaczy¢ pelozenie srodka ciezkosci cienkiej jednorodnej plyty o ciezarze
G i ksztalcie przedstawionym na rys. 4.27. Dane b = 0,5 m.

ROZWIAZANIE

Postepujemy zgodnie z przytoczonym algorytmem.

1. Wybieramy podstawowy uklad wspolrzednych xy w sposob pokazany na
rys. 4.27b. (Polozenie poczatku ukladu wspélrzednych i kierunki osi moga
by¢ wybrane dowolnie).

2. Dzielimy plyte na trzy (n = 3) elementarne ciala (rys. 4.28a-c), z kto-
rych mozna otrzymad plyte o zadanym ksztaicie. (Odejmujac od kwadratu
wycinek kola i dodajac tréjkat uzyskuje sie plyte o zadanym ksztalcie.)
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>

Rysunek 4.27: Zadany ksztalt i wymiary plyty (a) oraz podstawowy uklad
wspolrzednych przyjety do obliczen (b)

Ciezary elementarnych cial sa wprost proporcjonalne do wielkosci pola
powierzchni kazdego tych z cial:

GlnghFl, ngpghFQ, ngpgthg,

gdzie p oznacza gestos¢ materialu z jakiego wykonana jest plyta, g przy-
spieszenie ziemskie, h grubosé plyty, a Fy, Fs i F3 pola powierzchni ele-
mentarnych cial. Ciezar calej plyty mozna przedstawi¢ w formie

G:G17G2+G3=pgh(F17F2+F3).

) s 7y NV c)
y
» N @ Z /// //
N s
b 1 7 ,
G
Y Y //// X3
> % _ @) _
(0] X X [0, X X Y y,i G X
b N (C) F

Rysunek 4.28: Podzial plyty na elementarne ciata

3. Okreslenie wspolrzednych srodkéw ciezkosci eiat o powierzchniach Fy i Fj
nie wymaga zadnych dodatkowych obliczen. Dla wycinka kola wprowa-
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dzamy pomocniczy uklad wspéirzednych (z'y’). W takim ukladzie wspél-
rzednych (rys. 4.29) mozna wyznaczy¢ polozenie srodka wycinka kola na
podstawie wzoru (4.66)

/ 2rsina 2bsinf 4262 420
7374 T3 T 3r2 3

v b

a
G/ a
b
yV
o

Rysunek 4.29: Pomocniczy uktad wspétrzednych x'y .dla wycinka kota

4. Wyznaczenie wspotrzednych polozenia Srodkow, ciezkoSci elementarnych
cial w podstawowym ukladzie odniesienia:

7b 7b
x, 9 %*57
;o A2 b 2 40b
L= 0TSO S A3 72 YT 3
Y, =b— lcosa:b——4\/§ﬁ£: _4b
: Ye 3 7 2 37
b 1b b
YT NIIT T35 T T

5. Wyznaczenie wspéirzednych polozenia srodka cigzkosci ciala (na podsta-
wie wzoréw(4.60)):

3
Gix;

. 714;1 ' pgh(Fiaz, — Fya,+ Fsx,)
R N h(F, — F, + F. ’
e pgh (Fy — F> + F3)

1=1
>
Gzy’
- " pgh(Fry, — Fay. + Fzy,)
c — — .
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Podstawiajac:

1
F1:b2, FQZZ’/TZ)Q, F5:

otrzymuje sie

Lo tmP -1+t b3

b2 Lap2y - 3(B-7m)

Y- Llap? (-4 + U (-8 b (19-67)

P T T 66-m

Yo =

Dla b = 0,5 m wspolrzedne srodka masy plyty sa odpowiednio rowne:

e =0,1413m , yo=0,0067m . &

4.7.2 Twierdzenia Guldina-Pappusa
Pole powierzchni dla powierzchni otrzymanej poprzez obrét linii (plaskiej

A

z z
Xc

A

2
» X X

> >

Rysunek 4.30: Wyznaczanie pola — dla powierzchni osiowosymetrycznej (obro-
towej)

i nie przecinajacej osi obrotu) mozna okresli¢é na podstawie polozenia érodka
ciezkoscei linii (2) na, podstawie zaleznosci:

F=az,L |, (4.67)

przy czym:
L — oznacza dtugos¢ linii,
a — kat o jaki zostala obrécona linia wokot osi z.
Dla jednego pelnego obrotu linii (« = 27) otrzymuje,sie (I twierdzenie Guldina-

Pappusa)
Fser]. 69
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Dowdéd prawdziwosci tego twierdzenia polega na wykorzystaniu zaleznosci:
L L
dF =dlax, F:a/ rdl, / xdl = x.L . (4.69)
0 0

Objetosé bryly otrzymanej poprzez obrot figury (plaskiej i nieprzecinajacej
osi obrotu) mozna okresli¢ na podstawie polozenia srodka ciezkosci tej figury
(z¢) z zaleznosei

[V=omd] e

w ktorej A — oznacza pole powierzchni figury plaskiej.
Dla jednego pelnego obrotu figury (o = 27) otrzymuje sie (II twierdzenie
Guldina-Pappusa)

V =2ra.Al. (4.71)

A
Xc
3 A é é
» & - -

Rysunek 4.31: Wyznaczanie objetosci — dla bryly osiowosymetrycznej (obroto-
wej)
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Rozdziat 5

KINEMATYKA

Kinematyka jest cze$cia mechaniki dotyczaca opisu ruchu cial, bez wnikania
w przyczyny powodujace ruch.

Ruchem nazywa si¢ zmiany polozenia ciala (punktu) wzgledem innego ciata
(albo punktu) — zwanego ukladem odniesienia'. Opis ruchu ciata'moze by¢ do-
konany wzgledem dowolnego uktadu odniesienia — réwniez wzglgdem ruchomego
uktadu lub ciata.

5.1 Funkcje wektorowe

Podstawowe dzialania dotyczace rachunku wektorowego zostaly omoéwione
wczesniej. Dotyczyly one wielkodci wektorowych takich, jak sila, moment sily
wzgledem punktu, moment pary sit. /W. zagadnieniach statyki wektory rzadko
podlegaty zmianom w czasie.

Przy rozpatrywaniu ruchu — to jest w zagadnieniach kinematyki i dynamiki
— wielkosci wektorowe sa najezedciej zalezne od czasu (t), a jedynie w szczegdl-
nych przypadkach pozostaja state. Dotyczy to zaréwno wektorow, ktore okre-
$laja ruch — takich jak predkosé i przyspieszenie, jak tez wielkosci okreslajacych
obciazenia (sily czesto sa funkcjami czasu). W dynamice wprowadza sie’po-
nadto inne wielkos$ei wektorowe charakteryzujace ruch ciala — na przyklad ped,
moment pedu.

Zmiany.wielkosci wektorowej w czasie moga wynikaé ze zmian dlugosci wek-
tora, zmian kierunku wektora i zmiany jego zwrotu. Wektor zmienia si¢ w czasie,
jesli przynajmniej jedna z tych wielkosci (wartosé, kierunek, zwrot) ulega zmia-
nie?.

I Moéwienie o ruchu bez wskazania uktadu odniesienia nie ma sensu — ciato moze byé w ruchu
wzgledem pewnego uktadu odniesienia i jednoczesnie pozostawaé nieruchome wzgledem innego
uktadu odniesienia.

2Zmiany samego zwrotu wektora — bez zmiany jego wartosci w zagadnieniach mechaniki
wystepuja dosé rzadko.
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Jedli okreslona zostanie funkcja, ktéra opisuje zmiany wielkosci wektorowe;j
w czasie, to taka funkcje bedziemy nazywac funkcjg wektorowq. Istotna kwestia
bedzie sposéb rézniczkowania funkeji wektorowych. Pochodna funkcji wektoro-
wej tym rozni sie od pochodnej funkcji skalarnej, ze, procz informacji o zmianie
wartosci funkcji, musi zawiera¢ informacje o zmianach kierunku wektora.

5.1.1 Pochodne elementarnych funkcji skalarnych

Dla przypomnienia podana jest definicja pochodnej funkcji skalarnej i po-
chodne kilku elementarnych funkcji skalarnych (zmiennej niezaleznej> t)
a . Af() L fE+HAY) - f()
| =1 . 1
a =A% A T A T A &Y
Pochodna wzgledem czasu dowolnej funkcji oznacza si¢ tez kropka umieszezona
nad symbolem tej funkcji

df :
—=f. 5.2
U (52)
J —
L [/ [F=/]
1. a 0
2. t 1
3. t2 2t
4. t" "
5. ; -
6. sind, cost
7. cost | —sint
8. | |t %
9. et et
10 at | a’lna
Podstawowe-wzory dotyczace rézniczkowania okreslaja:
— pochodne'sumy i réznicy funkeji f(t) i g(t)
s xe)=%+%=7%4|, (5.3)
— pochodne iloczynu funkeji f(¢) i g(t)
L(F) gt) =Lg+fU=Fg+fg|. (5.4)

3W matematyce postugujemy sie zmienng niezalezna @, w mechanice zmienng niezalezna,
najczesciej jest czas (t).
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— pochodne iloczynu funkeji f(¢) i stalej ¢

— pochodne funkcji ztozonej y = f(u) i u = g(t)

dy _ df dg _ df .| (5.7)

5.1.2 Funkcja wektorowa

Wektory, ktérych wartosei, kierunki i zwroty sa zalezne od czasu (t) beda
nazywane funkcjami wektorowymi.

® Jesli wektor a jest okreslony dla parametru ¢ (¢ nalezy do prze-
dzialu ¢ € (0,t;)), to a(t) nazywamy funkcja wektorows skalar-
nego parametru t w przedziale (0,t).

Graficzne przedstawienie funkcji wektorowej

Jednym ze sposobéw graficznego przedstawienia funkcji wektorowej jest ho-
dograf funkcji wektorowej (nazywany tez hodografem wektora).

® Hodografem wektora zaleznego od czasu nazywa sie linie wyzna-
czong przez miejsca geometryczne konca tego wektora w przy-
padku, gdy poczatek wektora w jego kolejnych polozeniach zo-
stanie umieszczony w_jednym — wspoélnym dla wszystkich poto-
zen — punkcie, a wektory zostana przesuniete réwnolegle.

Przyktady hodograféw dla kilku wektoréw zmiennych w czasie sa pokazane
na rys. 5.1.

Na rysunku 5.lajest przedstawiona krzywa, po ktérej porusza si¢ punkt
A oraz kolejne“polozenia wektora 7(t), okreslajacego polozenie tego-punktu
wzgledembieguna O. Hodograf promienia wektora ¥(t) jest identyczny z to-
rem punktu A. Na tym samym rysunku zostaly zaznaczone wektory predkosci
(¥(t)) w kilku polozeniach punktu A.

Hodograf wektora predkosci punktu A jest przedstawiony obok (rys. 5.1b).
Powstal on przez réwnolegle przesuniecie wektoréw predkosci w taki sposéb,
ze poczatki kolejnych polozen wektora znalazly sie w, jednym punkcie (w tym
przykladzie wybrany zostal punkt A, oznaczajacy poczatkowe polozenie poru-
szajacego sie punktu A).
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b -
a) A, v(t,) W) )AJIQ):A(U v(t,)
v(t)
Y

(zs) V(t)
Vi)

Rysunek 5.1: Przykladowe hodografy wektoréw: a) wektora polozenie punktu
(& =71); b) wektora predkosci punktu (& = V); ¢) wektora jednostkowego poru-
szajacego sie w plaszczyznie (8 = 8°)

Rysunek 5.1¢ przedstawia hodograf wektora jednostkowego a°(¢) poruszaja-
cego sie w jednej plaszczyznie. Po sprowadzeniu poczatkéow wektorardo wspél-
nego punktu (O) otrzymuje si¢ hodograf w postaci okregu o promieniu |a°| = 1.
Pochodna funkcji wektorowej

Pochodna funkeji wektorowej a(t) okresla sig jako granice

da(t) . AA(t) . _atAnt) —ak)
= lim — = Jims e :
dt im0 At Ao At (5.8)
Uzywane bedzie réwniez oznaczenie
da(t). «
=a. 5.9
g =2 (5.9)

Na rys. 5.2a zostal przedstawiony wektor a w chwili ¢ i w chwili ¢t + At.
Przyrost tego wektoraw czasie At jest réznica Aa(t) = a(t + At) — a(t).

5

A(t+A1)

o

Rysunek 5.2: Przyrost wektoraza-w czasie At
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Jak wynika z rysunku 5.2b kierunek wektora przyrostu Ad(t), w przypadku
gdy At — 0, dazy do kierunku stycznej do krzywej utworzonej przez kolejne
polozenia kotica wektora &(t) — to jest do hodografu tego wektora®.

Zaleznosci umozliwiajace wyznaczenie pochodnej funkcji wektorowej zostana
przedstawione w kolejnych punktach. Przed wyznaczeniem pochodnej funkcji
wektorowej a(t) zostana wyprowadzone zaleznosci, ktére okreslaja pochodna
wektora jednostkowego a8°(t), to jest wektora o stalej dlugosci (|a°(¢)| = 1).

Pochodna wektora jednostkowego

Pochodna wektora jednostkowego a°(t) jest zdefiniowana jako

da°(t)y . A&(t) . A(t+ A — &)
@ ~Am A TAm T A o,

Rysunek 5.3: Przyrost wektora jednostkowego a°(t) w czasie At

Jesli rozpatruje sie nieskoficzenie maly przedzial czasu At — 0, to kierunek
wektora Ad°(t) dazy do kierunku stycznej do hodografu wektora a8° w chwili ¢.
Kierunek ten zostal okreslony na rys. 5.3b za pomoca wektora jednostkowego
1n°(t), ktéry jest prostopadly do &8°. Mozna to udowodnié korzystajac z wlasnosci
iloczynu skalarnege dwéch wektoréw a° (8°-a° = |a°|-|a°|cos0=1-1-1=1).
Roézniczkujac wzgledem czasu obie strony réwnania

a’-a’ =1, (5.11)
otrzymuje sie

da°(t) _, _, da°(t)
LRO4 7. - 12
il +a 7 0, (5.12)

40 tym, ze pochodna kazdego wektora jest réwna predkosci z jaka porusza sie koniec
wektora po jego hodografie bedzie mowa w dalszej cze$cit wyktadu.
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a po uproszczeniu

da°(t)

dt
Zerowa warto$é iloczynu skalarnego dwoch wektoréow swiadczy o tym, ze wektory
% (oznaczony dalej jako é;") i a° sa do siebie prostopadte. Pochodna wektora

jednostkowego a°(t) jest wiec wektorem o kierunku n°(t), a jej warto$¢ jest
okreslona zaleznoscia

&80 =0. 5.13
(5.13)

= - [Aa()|
ol =1 —_—. 14
2] AtDo At (5.14)
Dlugoséé wektora A&°(t) mozna przedstawié¢ (rys. 5.3a) jako
A
A&°(1)] = 20%sin =7, (6.15)

przy czym kat Ay oznacza kat obrotu wektora a°(t) pomiedzy jego polozeniami
w chwilach ¢ i t + At. Po podstawieniu a® = 1 i pomnozeniu przez A—i zalezno$é

(5.15) przyjmuje forme
A
ApAp  sin 5P

2

Wykorzystujac (5.16) w (5.14) otrzymuje sie

i Do inee
: sin YAN®) sin YAN®)

30| = i e — 2 lim —= . 5.17
| A0 %ﬁe At Ao %ﬁe A0 At ( )

Wobec faktu, ze dla At — 0 réwniez Ay — 0, jedng z granic mozna przedstawic
jako

. sin % . sin AT
lim =——=- = lim —(—= =1, (5.18)
At—=0 TLP Np—0 —22
co prowadzi do wzoru
. A@
30| = lim —— . 1
2] A?EO At (5.19)

Granice Alimo%‘t@ oznacza sie¢ symbolem w i nazywa chwilowa predkoscia
t—

katowa wektora a° (lub krétko predkoscia katowa)®.

w= Alirgo% : (5.20)

5Predkosé katowa wektora fi° jest taka sama jak predko$é katowa wektora &°. Mozna tez
méwié o predkosci katowej prostej o kierunku kazdego z tych wektordw.
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Predkosé katowa jest miara zmiany kata obrotu wektora, prostej lub ciala sztyw-
nego.

Pochodna wektora jednostkowego a° jest wiec wektorem o kierunku okreslo-
nym wersorem n° i wartosci réwnej w, to znaczy

g0 =wi® |. (5.21)

Mozna wprowadzié¢ wektor chwilowej predkosci katowej & o postaci

G=e7) 52

przy czym &° jest wektorem jednostkowym prostopadlym do plaszczyzny wy-
znaczonej przez wektory a° i i° o takim zwrocie, ze trojka &°, n°(t), &°(t) jest
prawoskretna. Korzystajac z wektora &, pochodna wektora jednostkowegoa®
mozna przedstawi¢ w formie

€l

do—

x a’ |. (5.23)

Kierunki i wzajemne polozenia omawianych wektoréw sa pokazane na rys. 5.4.

Pomiedzy wektorami jednostkowymi &°(t), a°(t), n°(t) zachodzi zwiazek

1,—1"0

=&’ xa’. (5.24)

a) b)

1)

Rysunek 5.4: Plaszezyzna Scisle styczna do hodografu wektora a(t) i~wektory
jednostkoweww?(t), a°(t), n°(t)

Pochodna wektora a(t) i jej sktadowe
Przedstawiajac wektor a(t) jako

d=a a° (5.25)



i rozniczkujac go wzgledem czasu, otrzymuje sie
da(t da(t da°(t
d(t) _ dalt) , d&O()

dt dt dt (5.26)

Po wykorzystaniu zaleznosei (5.21) i (5.23), wyprowadzonych dla pochodnej
wektora jednostkowego, pochodna funkcji wektorowej &(¢) mozna przedstawié
jako

1 a° +wa 10° (5.27)

-
I
)

lub

d=aa+oxal. (5.28)

Taki sposob przedstawienia pochodnej wektora pozwala na wskazanie zmiany
wektora zwiazanej ze zmiang jego wartosci (okreslonej jako a &°)joraz zmiany
wynikajacej ze zmiany kierunku wektora (okresla ja skladowa réwna & x &).
Wektory wystepujace w zaleznosciach (5.27) i (5.28) sa przedstawione na ry-
sunku 5.5.

Rysunek 5.5: Plagzezyzna $cisle styczna do hodografu wektora a(t) i sktadowe
pochodnej a(t)wektora a(t) (o kierunku wektora &(t) i prostopadta dokierunku
wektora a(t))

Pochodna lokalna i pochodna absolutna wektora a(t)

Wektor a(t) mozna przedstawié¢ za pomoca skladowych o kierunkach osi zyz
— oznaczajacych nieruchomy uklad wspolrzednych = jako

E=a,i+a,]+ask, (5.29)



a jego pochodna w postaci®

A=a,i+ayj+a.kK, (5.30)

Rysunek 5.6: Skladowe wektora () w ruchomym ukladzie odniesienia £n¢

Przedstawiajac wektor &(t) za pomoca sktadowych okreglonych w ruchomym
ukladzie odniesienia £n¢ (rys. 5.6) jako

& =acf +ayi’ +al (5.31)

mozna okregli¢ jego pochodna, rézniczkujac wyrazenie (5.31). Poniewaz wektory
jednostkowe EO, 7°, 50 poruszaja si¢ razem z uktadem &n(, to ich pochodne s
rézne od zera. Zatem

&= ack + el Aani® +ayii’ +acl +acl . (5.32)
Pochodne wektoréw jednostkowych — zgodnie z (5.23) — sa okreslone jako:
—o -0

E€=axg, i=axi’, =ex(, (5:33)

przy czym & oznacza wektor predkosci katowej uktadu &n¢ wzgledem ukladu
TYZ.

Po wykorzystaniu (5.33)

5 .20 o . 20, -0 o 0
a=acd +ayn +acC +& x (agd +ayni’ +acC ) (5.34)

6 Jesli uktad odniesienia pozostaje nieruchomy, albo osie uktadu poruszaja sie ruchem poste-
powym (co znaczy, ze kierunki osi nie ulegaja zmianie), to pochoedne wzgledem czasu wersoréw

osi sa réwne zero (% = % = % =0)
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i wprowadzeniu oznaczenia

—

da . 20 . =o )
—r = +ayii’ +acC (5.35)

pochodna wektora &(t) mozna zapisaé krétko jako

d

=28

+&xA | (5.36)

&| >
=|py

@

U

Pochodna %—f =a jest nazywana pochodna absolutng, natomiast %f nazywa
sie pochodng lokalng lub pochodna wzgledna. Pochodna lokalna (wzgled-
na) opisuje zmiany wektora & wzgledem ruchomego uktadu odniesienia £n¢. Po-
chodna absolutna opisuje zmiany tego wektora wzgledem nieruchomego uktadu

TYZ.

5.2 Kinematyka punktu

Kinematyka punktu dotyczy ruchu, czyli zmiany potozenia punktu w czasie.

A7 A(1=0)

Rysunek 5.7: Ruch punktuswzgledem ciala — polozenie poczatkowe (A,) i do-
wolne potozenie punktu (A4) oraz tor i predko$¢ (V) punktu

Przystepujac do oméwienia podstawowych zaleznosci stosowanych w kine-
matyce warto, przypomnie¢ kilka pojec.

Torem punktu nazywa sie krzywa, ktora wyznaczaja kolejne potozenia punk-
tu w czasie ruchu (rys. 5.7).

Potozeniem poczatkowym nazywa sie polozenie punktu w chwili t = 0
(Ao = A(O))'

Jedli polozenie punktu jest znana funkcjg czasu i tor punktu jest okreslony,
to mozna wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie punktu.
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5.2.1 Polozenie punktu

Polozenie punktu moze by¢ okreslone na kilka sposobéw:

e za pomocy wektora okreslajacego polozenie punktu wzgledem ukladu od-
niesienia (wektorowy opis ruchu) — rys. 5.8a,

e za pomoca wspolrzednych punktu w wybranym ukladzie odniesienia, np.
w ukladzie prostokatnym — rys. 5.8b, albo w ukladzie biegunowym -
rys. 5.8¢ lub w innych ukladach wspélrzednych (sferycznym, walcowym,
itd.),

e poprzez droge przebyta wzdluz toru (opis ruchu punktu po torze) —rys. 5.8d.

a) b) Al)
Aty) —, \A(f)\
)
% % w
, 4
Z/ X([)
d) s(t)
Az A1) )

Rysunek 5.8: Sposoby okreslania polozenia i ruchu punktu: a) wektorowy, b) za
pomoca wspblrzednych prostokatnych, c¢) przy uzyciu wspéirzednych bieguno-
wych, d) po torze

Roéwnania ruchu punktu

Réwnaniami ruchu punktu nazywa sie funkcje (zalezne od czasu), okresla-
jace polozenie poruszajacego sie punktu. W zaleznosci od sposobu okreslenia
potozenia mamy do czynienia z:

e wektorowymi réwnaniami ruchu,

e réwnaniami ruchu w okreslonym ukladzie wspélrzednych (prostokatnych,
sferycznych, walcowych, biegunowych itd.),

e réwnaniami ruchu po torze.
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Wektorowe réwnanie ruchu punktu jest okreslone za pomoca funkcji
wektorowej

¥ =1(t) . (5.37)

Roéwnania ruchu punktu w wybranym ukladzie odniesienia sa zada-
ne poprzez funkcje okreslajace potozenie punktu w przyjetym do opisu ukladzie
wspolrzednych. Na przyklad réwnania ruchu we wspoélrzednych prosto-
katnych sa okreslone, jesli znane sa funkcje x(t), y(t), z(t) opisujace polozenie
punktu wzgledem uktadu zyz:

v =a(t),
y=y(t), (5:38)
z=z(t) .

Innym przykladem takiego sposobu opisu sa réwnania ruchu punktu we
wspolrzednych biegunowych. W tym przypadku ruch jest okreslony za po-
moca funkcji:

{ ;::7;58)’. (5.39)

Wspélrzedna promieniowa r oznacza odleglto$é punktu od bieguna O (r > 0),
natomiast wspélrzedna katowa ¢ okresla kat skierowany pomiedzy nieruchoma
prosta przechodzaca przez biegun a kierunkiem promienia r. Nalezy podkreslic,
ze réwnania ruchu punktu okreélone we wspotrzednych biegunowych pozwalaja
na opis ruchu punktu w jednej plaszczyznie.

Roéwnanie ruchu punktu po torze ma postac

s=5(t)4 (5.40)

przy czym s oznacza przebyta droge — mierzona wzdluz toru.

W przypadku, gdy znanejest réwnanie ruchu punktu po torze, to dla pelnego
opisu ruchu (dla wyznaczenia przyspieszenia) wymagana jest jeszcze znajomosé
promienia krzywizny toru (p) (albo informacje niezbedne do wyznaczenia-pro-
mienia krzywizny-toru — np. réwnanie toru”). Kompletny opis ruchu punktu po

"Dla krzywej plaskiej, opisanej réwnaniem y = f(zx), krzywizng krzywej (K) i promien
krzywizny krzywej (p) mozna wyznaczy¢ ze wzoru
1 1"
K=-=—o?
P 1+ )23
W przypadku krzywej plaskiej, opisanej réwnaniami w postaci parametrycznej = = z(t) i
y = y(t), korzysta si¢ zaleznosci
’ r

K= 1 _ T T YTy

P V@) + )T
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torze stanowi zatem uklad réwnan:

{ ;i ‘;((?) " (5.41)

PRZYKEAD 5.2.1
Ruch punktu poruszajacego sie z predkoscia v = 2bt [m/s] (stala b ma wy-
miar [rad/s%]), po okregu o promieniu r = ¢ = 2 [m], mozna przedstawi¢ na
kilka sposobow:

a) za pomoca wektorowego réwnania ruchu (rys. 5.9a)

—

L oow 1 -
r=c cos(gth)i +c Sin(§bt2)'] + 0k,

b) za pomoca ukladu wspélrzednych prostokatnych (rys. 5.9b)

z =c cos(3bt?),
y = c sin (3bt?) ,
z=0,

¢) za pomoca ukladu wspélrzednych biegunowych (rys. 5.9¢)

{ r=c,

p =5t

d) uzywajac réwnania ruchu po torze (rysi 5:9d)
s = %c bt?,
p = %

Réwnania toru punktu

Réwnaniami toru nazywaSi¢ réwnania (lub réwnanie) krzywej, po ktorej
porusza si¢ punkt. Mozna je wyznaczy¢ na podstawie réwnan ruchu poprzez
wyeliminowanie z tych-réwnan parametru ¢ (to jest czasu).

W przypadku, gdy.ruch jest opisany za pomoca wspoélrzednych prostokat-
nych réwnania toru przyjmuja postac:

{femzt @

lub — dla ruchu punktu ograniczonego do jednej plaszczyzny ./~ réwnanie toru
opisane jest jedna funkcja

f(z,y) =0, (5.43)

(o ile ruch odbywa si¢ w plaszczyZnie xy).
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a) b) y -

{, v
\ A s Naw
a=2
N
A1) 5 At
¢)
g
A®)

@) A=A(t,)

Rysunek 5.9: Przyklady opisu ruchu punktu po okregu

5.2.2 Predkos¢ i przyspieszenie punktu

Predko$é punktu okresla zmiany polozenia (wektora polozenia) punktu
w czasie.

Przyspieszenie okresla’zmiany predkosci (wektora predkosci) w czasie.

Sposéb opisu polozenia punktu decyduje o sposobie wyznaczania jego pred-
kosci i przyspieszenia,

Wyznaczanie predko$ci i przyspieszenia przy wektorowym opisie po-
lozenia-punktu

Polozenie punktu wzgledem uktadu odniesienia mozna-okresli¢ za pomoca
promienia wektora I (rys. 5.10). Jesli wektor ¥ zmienia.sie\w.czasie (zmienia sie
jego dlugosé i/lub kierunek), to mamy do czynienia z ruchem.

Wektor predkosci (V) punktu mozna zdefiniowaé¢® jako pochodna wzgledem

8Weczesniej wektor predkosci byl definiowany za pomoca drogi przebytej po torze (por.
(5.81)).
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Rysunek 5.10: Okreslenie predkosci punktu przy opisie polozenia za pomoca
promienia wektora

czasu promienia wektora (I)

dr

&y (5.44)

vV =

Predkosé — zgodnie z definicja pochodnej (V = limat—g Az(tt) = ‘fl—‘:) — oznacza

przyrost wektora polozenia w przedziale czasu At — 0 (taki przedzial czasu
jest nazywany infinitezymalnym). Predko$é¢ punktu jestwektorem stycznym do
toru punktu (rys. 5.10).

Wektor przyspieszenia (&) punktu jest zdefinijowany jako pochodna wzgle-
dem czasu wektora predkosci punktu (V)

av

L. (5.45)

a=

Przyspieszenie punktu okresla przyrost wektora predkosci w czasie At — 0 (to
znaczy & = limay g AZY) = Z—‘Z).

Korzystajac z definicji wektora przyspieszenia, wyznaczymy jego sktadowe
o kierunkach: stycznym (7) i nermalnym (7)) do toru. W tym celu przedstawimy

wektor predkosci punktu (¥) w postaci

vV=v7", (5.46)

przy czym T° jest wersorem osi T, a nastepnie zrézniczkujemy wyrazong'w ten
sposob predkogé: Przyspieszenie — czyli pochodna wektora predkosci — przyjmuje
wéwcezas forme

E=v=—7"4+v—0". (5.47)

Wystepujaca w drugim skladniku pochodna wektora jednostkowego 7° mozna
przedstawié¢ — na podstawie (5.21) — jako

a7’ .

% =7’ =wn’. (5.48)

145



Symbolem w oznaczona jest warto$¢ chwilowej predkosci katowej obrotu wektora
7% — okredlona wzorem (5.20) jako

A
w= lim == . (5.49)

Podstawiajac Ap = % — przy czym p oznacza promien krzywizny toru w roz-
patrywanym punkcie (rys. 5.11) — otrzymuje sie

As 1 As 1
w= lim — == lim — = - (5.50)
At—0 pAt  p At—0 At p
oraz
dr° v
T Zie, 5.51
i~ oh (5.51)

b)

Rysunek 5.11: Okrag Scisle styczny do toru punktu i promien krzywizny toru p
(a) oraz skladowa styczna i normalna wektora przyspieszenia (b)

Po podstawieniu (5.50) do (5.48), wektor przyspieszenia punktu mozna wy-
razi¢ zaleznodcia

= _ dv= 2,
a=g7+ i | (5.52)

Whprowadzajac oznaczenia: a, — dla skltadowej stycznej i a,, — skladowej normal-
nej wektora przyspieszenia punktu, to znaczy

d 2
ar ==, %:%, (5.53)

przyspieszenie (5.52) przedstawia sie symbolicznie jako

= a7 + a,i° . (5.54)

PRZYKEAD 5.2.2
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Ruch punktu poruszajacego si¢ po okregu o promieniu r = ¢ = 2 [m] jest
opisany za pomoca wektorowego réwnania ruchu

r

1 - 1 > -
¢ cos (ith)i + ¢ sin (ith)j +0k,
przy czym f, j, K sa wektorami jednostkowymi zwigzanymi z nieruchomym ukla-

dem odniesienia. Wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie tego punktu.

ROZWIAZANIE

Jesli znane jest réwnanie ruchu punktu w postaci wektorowej, to predkosc¢
wyznacza sie z zaleznodci (5.44), to znaczy

dF .

1 > 1 -
== E[ccos(§bt2)i+ c sin(§bt2)J +0k] .

<l

Stad
1 1 - 1 1 -
V= [fcsin(ith)] . §b <2t1 4 [ccos(§bt2)] . §b S2t5,
a po podstawieniu wartosci ¢ = 2 i uporzadkowaniu
1 - 1 -
Vv = —2bt sin (ith)i + 2bt cos (§bt2)j .

a) \7(1) b)

10

A5A(%)

Rysunek 5.12: Wektory predkosci i przyspieszenia oraz ich sktadowe

Po zrézniczkowaniu wektora predkosci otrzymuje sie wektor przyspieszenia
W postaci

v

- av. : 1 2 2,2 l 2\17
d=_ = [2bsm(2bt )+ 2b7t cos(2bt )i

1 1 7
+[2b cos (§bt2) — 2b%t% cos (§bt2)]j - ¢
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Predko$é i przyspieszenie w opisie ruchu za pomocg wspétrzednych

Sposrod wielu uktadéw wspdlrzednych wykorzystywanych do opisu potoze-
nia i ruchu punktu zostana oméwione dwa ukltady — wspolrzednych prostokat-
nych i wspélrzednych biegunowych.

Predko$é i przyspieszenie w opisie ruchu w uktadzie wspétrzednych
prostokatnych
Do opisu ruchu punktu wygodne jest uzycie prostokatnego uktadu wspoél-

rzednych (rys. 5.13) — jest to najczesciej stosowany sposéb okreslenia polozenia
punktu czy uktadu ztozonego z punktéw.

-.:U ﬂ‘b
1Y
A
y Y &7
% @,
- —

T(t)

“ Z(1) x
Z/ x(1)

Rysunek 5.13: Okreslenie predkosci punktu za pomoca wspolrzednych prosto-
katnych

Przyjecie poczatku uktadu wspélrzednych w punkcie O i oznaczenie wspol-
rzednych punktu A jako (&sy,z) pozwala na zapisanie wektora I w postaci

F=zit+yj+zk]|. (5.55)
Rézniczkujac (5:55) wzgledem czasu, otrzymuje sie
ae, v, de.  di dy. dj  dz - dk
v =i — 4+ =2 -~ 4+ "k — . 5.56
TR TR TR TR T (5.56)
W przypadku, gdy uklad wspoélrzednych jest nieruchomy.otrzymuje sie
dr - dy, dz -
Vv=—i+—j+—k. 5.57
MR TE T (5.57)
Wprowadzajac oznaczenia:
_dr dy . L dz .
’U;C:E:I, ’Uy:E:y, ’UZ:E:Z, (558)



predkos¢ punktu mozna przedstawié¢ jako

V:vzfﬁ—vyj—i—vzﬁ . (5.59)

Wartosé bezwzgledna (dlugosé wektora) predkosci okresla sie na podstawie

rzutéw wektora v jako
v=/vi+ol+oZ, (5.60)

a kierunki jakie tworzy wektor v z osiami uktadu wspétrzednych zyz okreslone
S8 za Pomocy cosinusow:

Vg v v,
cosay = -~ cos (3, = Fy ) COSYy = (5.61)

Zmiany wektora predkosci w czasie — to jest przyspieszenie punktu — okresla
pochodna wektora predkosci. Dla ukladu odniesienia poruszajacegossie ruchem
postepowym (badZ nieruchomego uktadu odniesienia) otrzymuje sie

é’z%:axf—i—ayf—i—azlz , (5.62)
przy czym:
7d1)x7 7de7.. __dvzi..
@ =—-=%, a=—r=§, @ Er=4, (5.63)

Warto$é bezwzgledna (dlugo$é wektora) przyspieszenia okresla sie na podstawie

rzutéw wektora a jako
a=/a2+a2+a?. (5.64)

Kierunki jakie tworzy wektor'@ z osiami uktadu wspétrzednych xyz okreslone
$g za Pomocy cosinusow:

ay ay a,
cos apf==, cos B, = o 8= (5.65)

PRZYKHT.AD5.2.3
Ruch punktu jest opisany rownaniami:

z =c cos(1bt?),
y = c sin (3bt?) ,
z=0,

149



przy czym ¢ = 2 [m].
Okresli¢ réwnanie toru punktu. Wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie tego
punktu.

ROZWIAZANIE

Réwnanie toru w postaci wyraznej’ otrzymuje sie, eliminujac czas t z réw-
nan ruchu. W tym przypadku mozna to zrobi¢, podnoszac kazde z réwnan do
kwadratu, a nastepnie dodajac je stronami. Wowczas otrzymuje sie zaleznos¢

1 1
24y = 02[(:052(§bt2) + sin2(§bt2)] ,

a po wykorzystaniu tozsamosci cos®(5bt?) + sin2(%bt2) = 1 otrzymuje si¢ réw-
nanie toru o postaci

Jest to réwnanie okregu o promieniu r = ¢ (¢ = 2 [m]).
Jesli znane sa rownania ruchu punktu we wspolrzednych'prostokatnych, to
predkosé wyznacza sie z zaleznosci (5.60), to znaczy

— 2 2 2
U= /Up vy v,

przy czym
o dl‘ - . 1 2 1 N . 1 2
Vy = o =[-c sm(2bt )] 2b 2t = cbtsm(2bt ),
o dy o 1 2 1 - 1 2
vy = i [c cos(2bt )] 2b 2tfcbtcos(2bt ),
v, =0.
Stad

1 1
V= \/02b2t2[sin2(§bt2) + 0052(51)752)] = cbt ,
a po podstawieniu wartosci ¢ = 2

v = 2bt .

9Réwnania o postaci = x(t), y = y(t), z = z(t) sa réwnaniami toru w postaci pararame-
trycznej.
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a) §<t) b) ¥

Al A

AsA,) A=A(1,)

Rysunek 5.14: Wektory predkosci i przyspieszenia punktu oraz ich sktadowe

Analogiczne postepowanie w przypadku przyspieszenia punktu prowadzi do
wynikow:

dv, S 2,2 L 2
Gy = i ffcbsm(2bt)fcbt cos(2bt ),
7de7 1 5 2,2 . ke
ay = — fcbcos(th) cb’t sm(2bt),

a, =0,

a= /a2 + a2+ a2 = cby/ 1T+ b4 = 2b\/1 + b2t .

Otrzymane wyniki sa zilustrowane na rys. 5.14. &

Okreslenie predkosci i przyspieszenia punktu
w ukladzie wspotrzednych biegunowych

Ruch moze by opisany za pomoca innego niz prostokatny uktadu wspol-
rzednych < na przyktad wspolrzednych walcowych, sferycznych itp: Jesli‘punkt
porusza sigw jednej plaszczyznie, to do opisu ruchu mozna uzy¢ wspotrzednych
biegunowych (rys. 5.15).

Zaleznosci okreslajace predkosé i przyspieszenie punktu,-ktorego ruch jest
opisany we wspoélrzednych biegunowych mozna wyprowadzi¢ rézniczkujac wek-
tor wodzacy punktu okreslony jako
I (5.66)

P = ,
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a)

A1)

r(t)
w(t)

QI

Rysunek 5.15: Okreslenie polozenia punktu: a) wspoélrzedne biegunowe, b) wek-
tory i r°

gdzie 1 jest wektorem jednostkowym o kierunku promienia r (rys. 5.16). Pierw-
sza pochodna tego wektora jest predkoscia, a druga przyspieszeniem. Zatem

dF dr, P

V=
Wystepujaca w zaleznosci (5.67) pochodna wektorajjednostkowego % moze by¢
okreslona na podstawie (5.21) jako

d_’O
d—rt — Wi, (5.68)
przy czym

Lyl dp

= I = . 5.69
A}:IBO At dt ( )

w

(Granica ilorazu %‘f, w przypadku, gdy wektor r° pozostaje stale w tej samej

plaszczyznie, jest réwna-pochodnej kata ¢.) Ostatecznie wektor predkosci (5.67)
mozna przedstawi¢ w formie

L dr dy _,

V=T +TEH (5.70)
lub (rys. 5.16a)

¥ =0, 5 + v, 8 |. (5.71)

Uzyte oznaczenia v,, v, odnosza sie do wartosci sktadowyeh wektora predkodci,
przy czym v, jest dlugoscia sktadowej promieniowej, a v, skladowej normalne;
(transwersalnej):

v =4 U4p=’l“ili—f . (5.72)
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Rysunek 5.16: Wspdlrzedne biegunowe — skladowe wektoréw: a) predkosci, b)
przyspieszenia

Wartosé wektora predkosci, ktory jest sumag dwu sktadowych prostopadlych
mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

v=4/vi+02 | (5.73)

Przyspieszenie — wyznaczone jako pochodna wektora predkosci (5.71) — jest
okreslone przez

2 _°

v d (dr
dt — dt

de o
sy —H“En) . (5.74)

Stad otrzymuje sie

d*r _, dr dr°l Jdr de _, o _, dy dn°
A="_ 14— e CNRP o . 4 5.75
" Tam Taa”t T aeE ™ T w @ (5.75)
a po wykorzystaniwzwiazkdéw % = ‘i—fﬁ" i dio = —‘fi—‘f r° dochodzi sie.do
zaleznosci
2
a=(G5-r(gep) o+ (r o +25%) & (5.76)

Wprowadzajac oznaczenia: a, — dla wartosci sktadowej.promieniowej (lub
radialnej), a, — dla wartodci skladowej azymutalnej (albo transwersalnej), to
ZNaczy

2 2
=G (@E? ] | =r G 2T | (5.77)
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przyspieszenie punktu, ktérego ruch opisany jest za pomoca wspotrzednych bie-
gunowych, mozna zapisa¢ w postaci

d=a,1"+a,0°, (5.78)

a dlugos¢ tego wektora mozna wyznaczy¢, korzystajac z wzoru (rys. 5.16b)

a=./a}+a2 |. (5.79)

PRZYKEAD 5.2.4
Ruch punktu jest opisany rownaniami:

{ r(t)=c ,
o(t) = Lot?.

)

przy czym ¢ = 2 [m]. Wyznaczy¢ predkosé 1 przyspieszenie tego punktu.

ROZWIAZANIE
Torem punktu jest tuk okregu lub okrag o promieniu ¢, gdyz zadana od-
leglosé od bieguna jest stata r(t) = ¢ = 2 [m]. (Zadane réwnania ruchu sa

parametrycznymi réwnaniami okregu we wspdélrzednyche biegunowych. )

Do wyznaczenia predkosci punktu, ktorego rueh jest opisany we wspoltrzed-
nych biegunowych nalezy okresli¢ dwie skladowe wektora predkosci — o dtugo-
Sciach wyznaczanych z zaleznosci (5.72), to'znaezy:

_dr ),
UT_dt_ ’
dy 1
quzrﬁzc -ib-thcbtz%t.

Wartosé bezwzgledna wektora predkosci (5.73) jest réwna

v = /vE+ 02 = |v,| = 2bt.

Wyznaczenie przyspieszen rozpoczniemy od okreslenia pochednych wyste-
pujacych we-wzorach (5.77) — okreslajacych wartosci a, i a,:

dr d’r 0 do d?¢

at Atz dt 0 di?

Wartosci skltadowych wektora przyspieszenia opisuja funkcje:

d?r dy

E - T(E)Q =0- C(bt)2 = —Cb2t2 = —2b2t2 s

Ay =
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d2<p dT’ng
a(p:TWJFQ%E:CbJFO:cb:Qb.

Wartosé wektora przyspieszenia (5.79) jest okreslona wzorem

a= /a2 + a2 = V/AbIt4 + 402 = 2b\/02t4 + 1.

Rysunek 5.17: Wektory predkosci i przyspieszenia oraz ich sktadowe

Na rysunku 5.17 zostaly pokazane wektory predkosei i przyspieszenia punktu
oraz ich skladowe. &

Predko$é i przyspieszenie punktu przy opisie ruchu punktu po torze

Najbardziej naturalnym sposobem opisu ruchu punktu jest okreslenie drogi
przebytej wzdluz toru (rys. 5.18).

Jedli znana jest droga (As) przebyta przez punkt w czasie t € (¢, t,), to
jest w czasie At = t, — t,, wowczas mozna okresli¢ wartosé predkosci $redniej
punktu (vg,.) — zwanej réwniez szybkoscia punktu — jako

Vo = 22 = 22| (5:80)

Predkos$é, chwilowa punktu (V(t)) — nazywana dalej predkoscia | — oznacza
predko$¢ punktu w chwili ¢. Predkos¢ chwilowa jest zdefiniowana~jako wektor
styczny do teru, o zwrocie zgodnym z kierunkiem ruchu i warto$eiw(t) okreslone;
jako

v(t) = limpg g 25 =& | (5.81)

przy czym As(t) oznacza droge przebyta przezpunkt w czasie At — 0.
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A,=A(

Rysunek 5.18: Okreslenie predkodci sredniej i wektora predkosci chwilowej punk-
tu na podstawie przebytej drogi

Przyspieszenie okredla zmiany wektora predkosci w czasie, a zmiany temogg
wynikaé ze zmian wartosci, a takze ze zmian kierunku wektora v. W_zwigzku
z tym przyspieszenie mozna przedstawi¢ w postaci dwu skltadowyeh —jedna
okresla przyrost wartosci wektora predkosci, a druga zmiane wektora wynikajaca
ze zmiany jego kierunku.

W kazdym punkcie dowolnej krzywej przestrzennej mozna poprowadzié¢ plasz-
czyzne Scisle styczna 71 (1 plaszczyzne normalna nn,). Uklad osi 71, jest nazy-
wany naturalnym ukladem wspéirzednych (7 — oS styczna,  — o$ normal-
na, 7, — o$ binormalna). Jest to uklad zwiazany z punktem lezacym na zadanej
krzywej'?. Osie 7 wyznaczaja plaszczyzne §cisle styczna, a osie 1, plaszczyzne
normalna do krzywej.

W polozeniu punktu odpowiadajacym chwilif mozna zatem poprowadzié o$
styczna (7) oraz o$ normalna do toru (n).\Wektor przyspieszenia lezy w plasz-
czyznie Scisle stycznej do toru i mozna, go przedstawi¢ za pomoca skladowej
o kierunku stycznej i skladowej o kierunku normalnej (rys. 5.19).

M,

Rysunek 5.19: Przyspieszenie punktu — sktadowa styczna i normalna do toru

1OW mechanice jest to zazwyczaj krzywa, ktéra jést torem poruszajacego sie punktu.
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Wartosci sktadowych wektora a8 w ukladzie naturalnym 77 wyznacza sie na
podstawie zaleznosei (5.53), to znaczy:

ar =

— ., Gy =—. 5.82

Wartosé bezwzgledna (dlugos$é) wektora przyspieszenia okresla sie na podstawie
jego wspolrzednych a- i a,, jako

a=/a+ak, (5.83)

a jego kierunek — w stosunku do normalnej — za pomoca funkcji kata 3

cosff = U — (5.84)
@ Ja2 + a2

Zaleznosci (5.82) mozna wyprowadzi¢ na kilka sposobéw — w ‘nastepnym
rozdziale beda one okreslone poprzez rézniczkowanie wektora predkosci.

PRZYKLAD 5.2.5
Réwnanie ruchu punktu poruszajacego sie po okregi‘'o promieniu ¢ = 2 [m]
ma postac

1
s=—cbt?.
2
Wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie tego punktu.

ROZWIAZANIE
Jesli znane jest réwnanie ruchu punktu po torze (s = %c bt?), to wartosé

Jjego predkosci wyznacza sie z zaleznosci (5.81), to znaczy

d 1

ds 9
U—E—dt(Ecbt)—cbt.

Po podstawieniu wartosei ¢ = 2 [m], otrzymuje si¢ v = 2bt [m/s].
Wykorzystujac.informacje, ze torem jest okrag o zadanym promieniu mozna
narysowac wektor predkosci (rys. 5.20a).
Wartosci sktadowych wektora przyspieszenia & wyznacza sig-na podstawie
zaleznodci (5.82). Z uwagi na to, ze torem jest okrag o promieniu ¢ promier
krzywizny toru jest znany i wynosi p = ¢ = 2 [m]. Stad:

_dv d

L= = (2bt) = 2b,
o= = a2
2 2 2 422
by B0
p c 2
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Rysunek 5.20: Wektory predkosci i przyspieszenia punktu

Catkowite przyspieszenie a jest wektorem o dlugosci
a=/aZ+ az = +/(20)% + (202 t2)2 = 2by/ 1+ 202 ¢+,
a jego kierunek — w stosunku do normalnej — mozna wyznaczy¢ jako

20° 2 bt?
cos 3 = Gn

a  2/It22eE 1L e

Skiladowe wektora przyspieszenia, ich wypadkowa i kat 3 sa przedstawione na
rys. 5.20b. &

5.3 Kinematyka ciala sztywnego

Cialo sztywne mozna rozpatrywaé jako zbiér punktoéw materialnych, ktérych
wzajemne odleglodci nie ulegaja zmianie.

Dla jednoznacznegg okreslenia polozenia (i ruchu) ciala sztywnego wystarczy
znajomosé polozenian (ruchu) trzech punktéw (np. A, B, C' — rys. 5.21) naleza-
cych do tego ciata, Moga to by¢ dowolne trzy punkty ciala, o ile nie leza na
jednej prostej«Przez te punkty mozna poprowadzi¢ plaszczyzne i zwiazaé z nig
uktad wspotrzednych (¢n¢). Tak wprowadzony uklad wspélrzednych-nosi nazwe
ukladu'sztywno zwiazanego z cialem. W takim ukladzie wspotrzednych wszyst-
kie punkty ciala sztywnego pozostaja nieruchome, mimo iz sam uktad porusza
sie razem z cialem.

Polozenie kazdego innego punktu tego ciala (np. punktu D) mozna okre-
§li¢ przez podanie wspélrzednych tego punktu (£,1,(,) w ukladzie zwiazanym
z rozpatrywanym ciatem.

Przy takim podejsciu opis ruchu ciala sztywnego mozna sprowadzi¢ do opi-
su ruchu uktadu wspoélrzednych sztywno zwiazanego z cialem. Mozna zatem
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Rysunek 5.21: Uklad wspétrzednych £n¢ zwiazany z ciatem sztywnym i uktad
odniesienia xyz

sformutowaé ogdlna postaé¢ réwnan ruchu ciala jako uklad réwnan okreslaja-
cych polozenie poczatku ukladu osi sztywno zwiazanych z cialem oraz katéw
opisujacych kierunki osi (orientacje przestrzenna ukladu):

xp = a(t), Y= (1) ,
ys = y(t) , 9 =9(t) (5.85)
zp = 2(t), @ =(t).

Trzy pierwsze réwnania okreslaja polezenie punktu B, ktéry jest poczatkiem
uktadu wspolrzednych zwiazanego z cialem, kolejne trzy roéwnania oznaczaja
katy okreslajace kierunki osifukladu wspétrzednych £n¢ w stosunku do uklta-
du odniesienia xyz. Taki sposéb’opisu ruchu ciala zostal zaproponowany przez
L. Eulera'!.

Roéwnania o postaci (5.85) sa réwnaniami ruchu ciala sztywnego. Na podsta-
wie tego rodzaju réwnan mozna analizowac ruch ciala, to jest okresli¢ pre¢dkosé
katowa i przyspieszenie katowe ciata oraz predkosé i przyspieszenie dowolnego
punktu ciala.

W nastepnych podrozdziatach sa przedstawione zaleznosci pozwalajace na
wyznaczenie predkosci i przyspieszenia dowolnego punktu ciala. sztywnego na
podstawie zadanych wielkosci: predkosci i przyspieszenia wybranego punktu
oraz predkosci katowej 1 przyspieszenia katowego ciala.

Heonhard Euler (1707-1783) — uwazany za jednego z twércéw wspélezesnej matematyki.
Zajmowal si¢ tez zastosowaniami matematyki w fizyce (m.in. w mechanice ciala sztywnego,
mechanice plynéw, balistyce). Pochodzil ze Szwajcarii, pracowal w Petersburgu i Berlinie.
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Okres$lenie polozenia punktu ciata sztywnego

Polozenie dowolnego punktu ciata sztywnego (taki dowolny punkt bedzie
oznaczony symbolem A) wzgledem ukladu odniesienia xyz mozna okreslié¢ jako

Ty =Tp + Tpa ) (5.86)

przy czym:
rs — wektor polozenia bieguna B,
Tra — wektor polozenia punktu A wzgledem bieguna B (rys. 5.22).
Oznaczony symbolem B biegun jest takim punktem, ktérego polozenie (pred-
koS¢ i przyspieszenie) sa znane. Oba punkty (A i B) musza naleze¢ do tego same-
go ciala sztywnego (lub by¢ z nim sztywno zwiazane). Biegun B jest zazwycza]
przyjmowany jako poczatek uktadu £n¢ sztywno zwiazanego z ciatem.
Dlugo$é wektora vz, — to jest odlegto$é miedzy punktami A i B — nie ulega
zmianie (rozpatrywane cialo jest cialem sztywnym).

¢
oy

rBA

all
N

X

Rysunek 5.22: Okreslenie polozenia dowolnego punktu ciala sztywnego

Warto zauwazy¢, %e podczas ruchu ciala wektor ry, zmienia swéj kierunek
wzgledem ukladu xyz, ale pozostaje niezmienny w uktadzie £n¢.

5.3.1~Twierdzenie o rzutach predkosci punktow
ciala sztywnego
Przy analizie ruchu ciala sztywnego czesto wykorzystuje.si¢ twierdzenie o rzu-

tach predkosci punktéw ciala sztywnego na oS przechodzaca przez te punkty
(rys. 5.23).

® Rzuty predkosci dwéch dowolnych punktéw ciata sztywnego na
o$ przechodzacg przez te punkty'sg sobie réwne.
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Rysunek 5.23: Rzuty predkosci dwdch punktéw ciala sztywnego (A 1 B) na o
(z') przechodzaca przez te punkty

Matematyczny zapis tego twierdzenia ma postac

v, COS @ = vy o8 [ |, (5.87)

przy czym v, i vy oznaczaja wartosci predkosci dwdch punktdéw nalezacych do
tego samego ciala sztywnego, a « i  oznaczaja katy pomiedzy osia (2') prze-
chodzaca przez punkty A i B a wektorami v, i Vg.

Dowdd twierdzenia zostanie przedstawiony w punkeie 5.3.2.

PRZYKEAD 5.3.1
Znajac predkos¢ punktu B, ciala obracajacego sie wokdl osi prostopadlej
do plaszczyzny rysunku i przechodzacej.przez punkt O, wyznaczy¢ predkosé
punktu A. (Przyjaé, ze cialo obracassie w prawo.) Dane: ¢ = 1 m, b = 2 m,
vp = 3t [m/s].

ROZWIAZANIE

Wartosé predkosci punktu B-jest zadana, znana jest réwniez predkos¢ punktu
0 (Vo = 6) Na podstawie tych wielkosci mozna wyznaczy¢ kierunki wektorow
Vg 1 Vy.

Korzystajac z twierdzenia o rzutach predkosci dwéch punktéw ciala sztyw-
nego na os$ przechodzaca przez te punkty mozna napisa¢ — dla punktow O i B
zaleznosé

Vg COS Qip = VU, COS Qg

w ktdérej a; oznacza kat pomiedzy osia x, (rys. 5.24a) a wektorem V. Z tej
zaleznosci wynika, ze v, cos ap = 0, co oznacza cos ay = 0, a wiec apy = +m/2.
Postepujac podobnie — dla punktéw A i O — otrzymuje sie v, cos a, = 0 oraz
a, = £7/2. Poniewaz cialo obraca sie w prawo, to-zwroty predkosci Vg 1 V4
beda takie jak zaznaczone na rys. 5.24a — to zmaczy, ze oy = 7/2, ay = /2.
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Rysunek 5.24: Predkosci punktéw A i B ciala sztywnego

Znajac warto$¢, kierunek i zwrot wektora predkosci_punktu B mozna wy-
znaczy¢ jej rzut na o$ (x') przechodzaca przez punkty A 1.B (rys. 5.24). Na
podstawie twierdzenia o rzutach predkosci dwéch punktow ciala sztywnego na
oS przechodzaca przez te punkty zachodzi zwiazek

v, €OS o = vy cos B,
stad

(vpcos' B

COSs «

Wprowadzajac kat v mozna skorzystac¢ ze zwiazkow:
0
ALt B} +B=m, a=7.

Po podstawieniuy3 = 5 —

vy cos B wpcos(f—7) v, siny
= = = =vptgay.
cos « cos 7y cos y

Wyznaczajac tgvy (tgy = §) otrzymuje sie
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5.3.2 Zwiagzki miedzy predkosciami punktow
ciala sztywnego

Predkosé punktu A jest pochodng wektora ¥, okreslajacego potozenie punk-
tu A (rys. 5.22). Stad

. dr, d . dry  drga o drga
_0ra _ o _ s — . 5.88
VAT T dt(rB+rBA) a T Tar T g (5.88)
l
I
zt ‘ f) ) b n
A A
B Val /¢ Varm
. i 2
I'B
3

Rysunek 5.25: Predkosé dowolnie wybranego punktu (A) ciala szstywnego (ozna-
czenia: Vi — predkosé bieguna (B), V4, — predkosé punktu A wzgledem bieguna)

Pochodna d’zﬁ‘* zazwyczaj oznaczarsie symbolem Vg, 1 nazywa predkoscia

punktu B wzgledem punktu A. Mozna ja okresli¢ — wykorzystujac pochodna
lokalna (5.34) — w nastepujacy sposob

dr . dr L L
d]ZA:VB/A: d]ZA—l—wxrBA:wxrBA, (5:89)

przy czym wykorzystano fakt, ze pochodna lokalna wektora Fp, jest rowna ze-

ro (dFd—‘iA = 0), gdyz wektor ten nie ulega zmianie w ukladzie £n(..Stad — po

podstawieniu do”(5.88)

Vs = Vo + @ x Toa | (5.90)

przy czym:
Vs — predkos$é bieguna B,
Va5 — predkosé punktu A wzgledem bieguna B,
& — wektor chwilowej predkosci katowej ciata, (uktadu &n(¢),
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Jak wspomniano wczedniej, przy wyznaczaniu predkosci dowolnego punktu
ciala sztywnego na podstawie zaleznosci (5.90) zaklada sie, ze predkosé bieguna
vy oraz chwilowa predkosé katowa ciata &, a takze polozenie prostej I, na ktorej
lezy wektor & sa znane. Prosta [ jest nazywana osia chwilowego obrotu. Wek-
tory predkoéci wszystkich punktéw ciata sztywnego lezacych na osi chwilowego
obrotu (1) maja jednakowa wartosé, a poza tym musza spelniaé¢ warunek

Gxv=0, (5.91)
to znaczy, ze predkosci tych punktéw sa réwne zero lub, ze wektory predkosci
maja kierunek osi chwilowego obrotu.

Dowdd twierdzenia o rzutach predkosci punktéw ciata sztywnego

Udowodnimy, ze rzuty predkosci dwoch dowolnych punktow cialta sztywnego
na o$ przechodzaca przez te punkty sa sobie réwne.

Rysunek 5.26: Rzuty predkosci dwéch punktéw ciala sztywnego (A i B) na o$
(2') przechodzaca przez te punkty

Zalezno$¢ okredlajaca zwiazek miedzy predkosciami dwdch punktow ciata
Vo =Vp+& X Tg,y, (5.92)
mnozymy skalarnie przez wektor 1y,
Vi Tpa = Vg Tpa + (@ X Tpa) - Fpa - (5.93)

Ostatni'sktadnik prawej strony réwnania (5.93) jest réwny zero, gdyz wektor 1y,
i (@ X:Fga) sa do siebie prostopadle (rys. 5.26). Stad — na podstawie definicji
iloczynu skalarnego — otrzymuje sie

VyTpa COS Q= VpTpy COS [, (5.94)

a po podzieleniu obu stron przez 7,

v, COS @ = vy COS B ‘ . (5.95)
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5.3.3 Zaleznosci pomiedzy przyspieszeniami punktow
ciala sztywnego

Przyspieszenie dowolnego punktu (A) ciala sztywnego mozna wyznaczyé
rézniczkujac wektor predkosci tego punktu

dv,  d°T,

Ay =V, = TR (5.96)
Wiedzac, ze
Va=Vp+Vyp =Vs+& XTpa, (5.97)
po zrézniczkowaniu mozna napisaé
By = Vo + W X For + @ X Fyy (5.98)
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Whprowadzajac oznaczenia:
ay :'\L;E, — przyspieszenie bieguna B,
€ = & — wektor chwilowego przyspieszenia katowego ciata,
Ipa = Vap = @ X Iy, — predko$é punktu 4 wzgledem bieguna B,
otrzymuje si¢ zaleznosé okreslajaca przyspieszenie dowolnego punktu ciata sztyw-
nego w formie

Ay = 8y + & X Ton + & X Vass |, (5.99)

lub

A, =8y + & XTps + & X (WD X Tpy) - (5.100)

Rysunek 5.27: Przyspieszenie dowolnego punktu (A) ciala sztywnego (oznacze-

nia: a — przyspieszenie biéguna, aj , — przyspieszenie obrotowe, al,, — przy-

spieszenie doosiowe)

Jesli wprowadzi Si¢ oznaczenia:

al,p =& X Tpa, (5.101)

Al =W X (& X Ta) , (5.102)

to przyspieszenie punktu A przyjmuje postaé
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Z wlasnosci iloczynu wektorowego wynika, ze wektor ay  jest prostopadly
do wektora & (rys. 5.27) oraz do wektora, ktory jest iloczynem wektoréw &
i Tpa. Na rysunku 5.28 sg pokazane kierunki tych wektoréw. Zaznaczona jest
tez plaszczyzna, w ktérej lezy wektor &) ,, — plaszczyzna ta jest utworzona
przez wektor rp, oraz prosta l,, przechodzaca przez punkt B i réwnolegla do
osi chwilowego obrotu (1).

b)

Rysunek 5.28: Wektory &, sy i @ X Ty (a) oraz kierunek przyspieszenia do-
osiowego punktu A &), = & x (& X Fga) (b)

Podwdjny iloczyn wektorowy mozna — zgodnie z zaleznoscia (2.36) — przed-
stawi¢ za pomoca dwdbch iloczynéw skalarnych

—

ax(bxc) =b(a-c)—€@MY. (5.104)

Wyrazenie o postaci @ X (& X Tga), wystepujace we wzorach (5.100), (5.102),
mozna wiec przedstawi¢ w formie
WD X (B X Tpa) =@ (D Fhy) — Tpa (B - D) =
= WrpsCosY (W, Tpa) & — Wias . (5.105)
7

Zatem wektor oznaczonyssymbolem aJ ; (5.102) moze by¢ tez okre$lony na
podstawie zalezno$ci

85 = wrp,cos (W, Tpy) @ — WiTaa . (5.106)
Mnozac (5.106) skalarnie przez &, tatwo wyznaczy¢ kierunek wektora a%
Al @ = wry,c08 (W, Tea) — W rpacos (@, Tpa) =0 (5.107)

Zerowa wartos¢ iloczynu skalarnego dwoch wektoréow oznacza; ze wektory sa do
siebie prostopadle. Zatem wektor &y, jest prostopadly do prostej I, a jego
zwrot — od punktu A do prostej l;. Ten fakt uzasadnia nazwe przyspieszenie
doosiowe uzywana do okreslenia przyspieszenia &) yz=Prosta [, jest rownolegla
do osi chwilowego obrotu ! i przechodzi przez biegun B (rys. 5.27).
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5.3.4 Szczegodlne przypadki ruchu ciata

Podane w podrozdziatach 5.3.2 i 5.3.3 wzory okreslajace predkos¢ i przy-
spieszenie dowolnego punktu ciata sztywnego dotycza ogdlnego przypadku ruchu
ciata (rys. 5.29).

0 y

Rysunek 5.29: Przyklad ciala nieswobodnego (ladunek przenoszonysprzez zu-
raw) poruszajacego sie ruchem ogélnym

Czesto zachodzi konieczno$¢ analizowania ruchu ciata, na ktérego ruch nato-
zone sa ograniczenia (wiezy). Przy ograniczonej swobodzie ruch ciala mozna za-
kwalifikowa¢ do jednego z wymienionych nizej szczegblnych przypadkéw ruchu.
Przyklady tych szczegdlnych przypadkéw ruchu cial sa pokazane na rysunkach
5.30 — 5.34.

Rysunek 5:30: Przyktad ciatla poruszajacego sie ruchem postepowymi — prosto-
katnaplytas(i cial poruszajacych sie ruchem obrotowym — prety)

Ruch postepowy ciala to takich ruch, w ktérym-kazda prosta nalezaca
do ciala pozostaje w czasie ruchu réwnolegla do jej polozenia poczatkowego.
W ruchu postepowym wszystkie punkty ciala poruszaja sie po wzajemnie row-
nolegtych torach (rys. 5.30). Tory te moga by¢ prostoliniowe lub krzywoliniowe
— plaskie i przestrzenne.
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Ruchem obrotowym ciala nazywa sie taki ruch, w ktérym wszystkie punk-
tu ciala poruszaja sie po okregach o $rodkach lezacych na jednej prostej, prosto-
padlej do plaszczyzny okregéw i zwanej osia obrotu (rys. 5.31). Punkty lezace
na osi obrotu pozostaja nieruchome — o$ obrotu jest nieruchoma. (W szczegdl-
nym przypadku plaskiego ciata poruszajacego si¢ ruchem obrotowym wokét osi
prostopadlej do ciala tory wszystkich punktéw sa okregami o wspdlnym srodku).

b)

=

toczenie
bez poslizgu

toczenie
bez poslizgu

Rysunek 5.31: Przyklady cial poruszajacych si¢ ruchem obrotowym

Ruch ptlaski ciala jest to ruch, w ktérym kazdy punkt nalezacy do ciata po-
zostaje w czasie ruchu w plaszczyznie réwnoleglej dopewnej stalej plaszczyzny,
zwanej plaszczyzna kierujaca (rys. 5.32). W ruchu plaskim wszystkie punktu cia-
la poruszaja sie po torach lezacych w plaszczyznach wzajemnie rownoleglych.

o Ao

a) b)

Rysunek-5.32: Przyklady cial poruszajacych sie ruchem plaskim

Ruchem kulistym nazywa si¢ ruch ciata, ktorego jeden punkt pozostaje
nieruchomy. Nieruchomy punkt ciata jest nazywany srodkiem ruchu kulistego.
Torami punktow ciala poruszajacego sie ruchem kulisty sa krzywe przestrzenne
lezace na powierzchniach kul o wspélnym srodku pokrywajacym sie ze srodkiem
ruchu kulistego (rys. 5.33).
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Rysunek 5.33: Przyklad ciata poruszajacego si¢ ruchem kulistym (cialo o unie-
ruchomionym jednym punkcie)

Ruch $rubowy ciata polega na jednoczesnie odbywajacych sie ruchach: ob-
rotowym wokot osi poruszajacej ruchem postepowym wzdluz prostej o kierunku
osi (rys. 5.34). Torami punktéw ciala lezacych na osi sa proste pokrywajace sie
z osia, a torami punktéw nie lezacych na osi sa krzywe przestrzenne (linie $ru-
bowe) charakteryzujace sie stala odlegloseia od osi. Wszystkie punkty lezace na
osi maja predkosci o jednakowym kierunkuw(wzdluz osi) i jednakowej wartosci.

Rysunek 5.34: Przyklad ciala poruszajacego si¢ ruchem srubowym (wkrecana
$ruba)

Poszczegdlne rodzaje ruchu ciala sztywnego ‘mozna scharakteryzowaé na
podstawie kierunkéw wektoréw predkosci i prayspieszenia (Vy, ag) wybrane-
go punktu ciala (bieguna B) oraz predkoscikatowej i przyspieszenia katowego
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ciala (&, &). Szczegdlne przypadki ruchu ciala sztywnego oraz odpowiadaja-
ce tym przypadkom wzory, shuzace do wyznaczania predkosci i przyspieszenia
punktoéw ciala, podane sa ponizej:

e ruch postepowy — jedli @ =0 (i & = 0)

[Va=Va, &i=4 |, (5.108)

przy czym jako biegun (B) mozna obraé¢ dowolny punkt ciala;
e ruch kulisty — dla vy, =0 (i &, =0)

Vo=@ X Tan (5.109)

Ay =& X Tpa + & X (WD X Tya), (5.110)

gdzie jako biegun (B) zostal przyjety nieruchomy punkt ciala ($rodek
ruchu kulistego);
e ruch ptlaski — przy &° = const, & 1L v,, € || &

, (5.111)

[ Vs = Vo + @ X Toa

|8, = 8 + & X For + @ x (@ X Toa) |, (5.112)

w ktérym jako biegun (B) mozna przyjaé dowolny punkt ciala;
e ruch obrotowy — dla vz =0 (i a; = 0) oraz &’ = const

Tz xma] 5115

, (5.114)

|8, = & X Fou + @ X (@ X Fna)

przy czym jako biegun (B) zostal przyjety nieruchomy punkt ciata (punkt
lezacy na osi obrotu);
e ruch $rubowy —jesli & || Vg

Vo= Vo + @ X Foa s (5.115)

A, =8p + & XTps +W X (& XTpa), (5.116)
gdzie biegunem (B) jest punkt lezacy na osi chwilowego obrotu (kierunek

wektora predkosci tego punktu pokrywa sie z kierunkiem osi chwilowego
obrotu).
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Ruch obrotowy ciala sztywnego

Szczegbdlowa analiza ruchu ciala wydaje sie latwiejsza w przypadku, gdy za-
leznosci wektorowe sa zastapione przez wielkosci skalarne. Mozna tego dokonaé
dla niektérych szczegdlnych przypadkéw ruchu ciata sztywnego — w szczegdlno-
$ci dla ciala poruszajacego si¢ ruchem obrotowym.

Jak zaznaczono wezesniej wektory predkosci katowej & i przyspieszenia ka-
towego €, ciata o ruchu obrotowym, maja zawsze staly kierunek — pokrywajacy
sie z kierunkiem osi obrotu. Poza tym zaleznosci okreslajace predkosé i przyspie-
szenie punktu takiego ciala (5.131) oraz (5.114) wynikaja z przyjecia za biegun
(B) punktu lezacego na osi obrotu. Oznacza to, ze Vi = 6, a, = 6, natomiast,

Vo =@ X Fyn (5.117)

By =& X Fap + @ X (@ X Fan) . (5.118)

Wygodnie jest wprowadzi¢ jeszcze dodatkowe oznaczenia dla przyspieszenia:

—

Al =& X Ty, al=&x(&xXTs), (5.119)
przy czym ar jest skladows styczna, a ai sktadowa nermalng do toru.
Wektor ¥z, zostanie przedstawiony w postacisumy wektoréw 1, i 1,

=

Toa =T, + P, (5.120)

gdzie T, jest wektorem réwnoleglym do @ (i'do €), a ¥, prostopadlym do & oraz
€ (rys. 5.35).

e

Rysunek 5.35: Cialo poruszajace sie ruchem-obrotowym wokél osi [
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W takim przypadku iloczyn wektorowy & X rp, sprowadza sie do
G XTpy =B X (F,+T,) =W XT, +& XTI, =& XF,, (5.121)

gdyz @ X T, = 0 ze wzgledu na réwnoleglosé tych wektorow.
Podobnie jak w przypadku iloczynu & X 1g,, iloczyn wektorowy & X rgy
prowadzi do zalezno$ci

—

EXTpy =X (T +7T,)=EXTF, +EXT,=EXT,. (5.122)

Wykorzystujac podane zaleznosci mozna okresli¢ wartoéci wektoréw v, ar,
all jako:

vA:|c3><Fp|:wrpsing:wr, (5.123)

o o LT
aZ:|exrp|f5rpsm§:5r, (5.124)
al =& x (@ xT,)| = 8@ F,) —7,(& &) = |0 - Fwsw?r, (5125)

a, = |&s] = \/(a)2 + (a1)? = Ve2r? + whr? =ra/e2 + wh (5.126)

We wzorach (5.123) — (5.125) wprowadzone zostato skr6cone oznaczenie odle-
glodci punktu od osi obrotu r, = r.

Tak wiec w przypadku ruchu obrotowego ciala wartosci wektorow predkosci
i przyspieszenia wyznacza sie na podstawie prostych wzoréw:

[ta=wr |, (5.127)
cen el 129

\aA:rm ‘ (5.129)

Mozna zatem stwierdzi¢, ze przy analizie kinematyki ruchu obrotowego wystar-
czy rozpatrywac przekroje prostopadle do osi obrotu i zawierajace interesujace
nas punkty.

Nalezy jeszcze zwrédci¢ uwage, ze warto$¢ wektora przyspieszenia katowego
ciala poruszajacego sie ruchem obrotowym jest rowna

2

e=do = dp (5.130)
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a wynika jedynie ze zmiany wartosci wektora'?

predkosci katowej ciala nie zmienia kierunku).

Przy okredlaniu charakterystyk maszyn czy urzadzen, w ktérych wystepuje
ruch obrotowy, bardzo czesto spotyka sie wielko$¢ nazywana szybkoscia obro-
towa (badz obrotami) i oznaczana symbolem n. Wyraza ona warto$é¢ predkosci
katowej, z jaka obraca sie urzadzenie podczas pracy, okreslona na ogdél w licz-
bie obrotéw w czasie 1 minuty [obr/min]. W takim przypadku predkosé katowa
ciala — wyrazona w [rad/s| — jest okre$lona wzorem

& (w ruchu obrotowym wektor

w=2xn | (5.131)

PRZYKEAD 5.3.2
Znajac predkosé punktu D, ciala poruszajacego sie ruchem obrotowym wokot
osi przechodzacej przez punkt B, wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie punktu
A. Dane: c=1m, b=2m, vp = 3t [m/s].

ROZWIAZANIE

Rysunek 5.36: Ruch obrotowy ciata sztywnego - predkos¢ i przyspieszenie punk-
tu A

Jesli predkosé punktu D ciala jest znana, to na podstawiezaleznosci (5.127)

Vp=wT,

12Wyznaczajac pochodng wektora & przedstawionego w postaci & = w&° otrzymuje sie
F=0 =0 +wd’ =wa®+0 =wa®,

gdyz wektor jednostkowy ¢, okreslajacy kierunek wektora &, nie zmienia sie w czasie.
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mozna wyznaczy¢ predkosé katowa ciala jako

Up 3t
w=— = —

r b

Predkosé punktu A jest wiec rowna

Przyspieszenie punktu A wyznaczone na podstawie zaleznosci (5.128) — (5.130)

wyraza sie nastepujacymi wzorami:

_dw d(3t)_3
Tw @y T
aT*ET*§c *§
A T 7[) 7()’
t 12
a:’:wQT*(g e :96—

- (5 -
3 9t 3 9
@ = (GZ)2+(GQ’)2:T\/€2+w4:?C\/l+b—2:5\/1+1t4.

Wektory predkosci i przyspieszenia sa narysowane na rys. 5.36.

Ruch ptaski ciala sztywnego

%

Zalezmos$ci wykorzystywane przy wyznaczaniu predkosci (5.111) i przyspie-
szenia (5.112) punktéw nalezacych do_ciala sztywnego poruszajacego sie ruchem

plaskim wygodnie jest przedstawié¢ w formie:

Va =V +Vam |,

- = T =N
a, =ap+a,;t+ays |,

przy czym:

Vap =W X I'py ,

a,,, =& XTpy, &lp=0X(WXTIE,).
Przedstawiajac wektor s, w postaci sumy wektoréw r, i T,
I'py =T, +71,,
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gdzie T, jest wektorem réwnoleglym do &, a ¥, prostopadlym do & (rys. 5.37)
otrzymuje sie
WXTppa =B X (T, +7T,) =@ XTI, +W0 XT, =& XT,, (5.137)
gdyz & x T, = 0 ze wzgledu na réwnolegloéé tych wektoréw. (Analogicznie — dla
przyspieszenia katowego otrzymuje sie &€ X Ty, = € X T,.)
Wyznaczenie predkosei (rys. 5.37) czy przyspieszenia punktu sprowadza sie

do okreslenia wartodci i kierunkéw wektoréw sktadowych, a nastepnie zsumowa-
nia wektoréw skladowych zgodnie z (5.132) 1 (5.133).

plaszczyzna kierujqca

W

Rysunek 5.37: Cialo poruszajace si¢ ruchem ptaskim

’ . 7 — =T . —»77 z . s . .
Wartosci wektorow v, 5, @, 1@y 5 8a okreslone zaleznosciami:

[Fr= 7], (19

aty=cer |, |aiz=w’r|, (5.139)

gdzie r = r), oznacza odlegloé¢ punktu A od prostej przechodzacej przez biegun
B i prostopadiej do plaszczyzny kierujacej (to jest dlugosé wektora ¥, pokaza-
nego na rysunku-5.37).

Ruch ptaski ciala sztywnego — metoda chwilowej osi abrotu

W wielu przypadkach wyznaczanie predkosci mozna znacznie uproéci¢ wy-
bierajac za biegun taki punkt ciata, ktérego predkosé chwilowa jest réwna zero.
Jesli vy = 0, to wektor predkosci dowolnego punktu ciala wyznacza sie z zalez-
nosci

Vo= Vap =@ X Toa |, (5.140)
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a jego wartos¢ jest réwna
Va =wr |, (5.141)

przy czym r oznacza odleglo$é punktu A od chwilowej osi obrotu (nazywanej
réwniez osia chwilowego obrotu).

Taki sposéb wyznaczania predkosci punktu ciala poruszajacego si¢ ruchem
plaskim jest nazywany metodqg chwilowej osi obrotu lub metodg osi chwilowe-
go obrotu (do$¢ powszechnie funkcjonuje tez nazwa metoda chwilowego Srodka
obrotu).

Nalezy dodaé, ze taki sposob okreslania predkosci dotyczy konkretnego po-
tozenia ciala — wyznaczona predkosé punktu oznacza jego predkosé w rozpatry=
wanym polozeniu, a nie w dowolnej chwili.

Druga istotna uwaga wiaze si¢ z samym pojeciem osi chwilowego obrotu.
Rozumiemy ja jako taka prosta, ktérej wszystkie punkty maja w rozpatrywanym
polozeniu predko$é réwng zero'®. O chwilowego obrotu nie musi byé prosta
fizycznie nalezaca do ciala — moze to by¢ prosta, ktora lezy poza cialem, ale jest
z nim zwiazana i porusza si¢ razem z rozpatrywanym ciatem.

Dla ciala dwuwymiarowego (plaskiego), poruszajacego sieiruchem plaskim,
r oznacza odleglos¢ punktu A od nieruchomego w rozpatrywanym potozeniu
punktu ciata. Taki nieruchomy punkt jest nazywany $rodkiem .chwilowego ob-
rotu; stad tez nazwa metoda chwilowego $rodka obrotu.

PRZYKLAD 5.3.3
Znajac predkosé konca (punktu L) nierozeiagliwej liny nawinietej na szpulke
i wiedzac, ze szpulka toczy sie bez poslizguy wyznaczy¢ predkosé (v,) i przyspie-
szenie (a,) punktu A szpulki — dla polozenia pokazanego na rysunku 5.38. (Lina
nie slizga sie¢ wzgledem szpulki — moZe ‘si¢ na nia nawijaé¢ lub z niej odwijac).
Dane: ¢ =2 [m], b= 3 [m], v, = 4t [my/s].

toczenie
bez poslizgu
N ANNN

\ 4

Rysunek 5.38: Ruch plaski szpulki

13 Jedynie w ruchu $rubowym ciata punkty lezace na_osi chwilowego obrotu maja niezerowe
predkosci, a wektory tych predkosci maja kierunek osi chwilowego obrotu.
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ROZWIAZANIE

Wyznaczenie predkosci punktu ciala sztywnego jest mozliwe wowczas, gdy
znana jest predkosé innego punktu nalezacego do tego ciala i predkos¢ katowa
ciala lub, gdy znane sa predkosci dwéch punktéw ciala.

Zadania polegajace na okresleniu predkosci punktu ciala sztywnego mozna
rozwiazac na kilka sposobow:

e korzystajac z twierdzenia o rzucie predkosci na prosta laczaca dwa punkty
ciala sztywnego,

e metoda bieguna,

e metoda osi chwilowego obrotu (Srodka chwilowego obrotu).

W rozpatrywanym przypadku — korzystajac z zalozenia o nierozciagliwoS$ci
liny — mozna stwierdzié, ze znana jest predkosé punktu D szpulki (V, = Vy,):

Predkosé katowa ciata nie jest zadana.

Istotna informacja jest zalozenie o braku poslizgu miedzy szpulka. a pod-
tozem. Oznacza ono, ze predkosci punktow stykajacych sie cial sa jednakowe
dla punktow styku. W przypadku nieruchomego podloza szpulka’ma w punkcie
styku z podlozem predkosé Vs = 0 (rys. 5.39).

Rysunek 5.39: Ruch plaski ciata — wyznaczanie predkosci metoda osi chwilowego
obrotu

W przypadkus' gdy polozenie chwilowej osi obrotu jest znane wyznaczanie
predkosci innego punktu ciala metoda osi chwilowego obrotu jestnajprost-
sze.

Predkos¢ punktu D mozna — na podstawie wzoru (5.138) — wyrazié¢ jako

Vp =Ups=wrg =w(b—c),

gdzie S oznacza nieruchomy punkt ciala — srodek chwilowego obrotu (to jest
punkt, przez ktory przechodzi os chwilowego obrotu). Stad

“T (bv—DC) - (bv—bc) - (34_152) =4t [I/s] =4t [rad/s].
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Po wyznaczeniu predkosci katowej w mozna okresli¢ predkosé punktu A jako

Uy =V =wre =wyVc+b02=4V13t [m/s].

Kierunek wektora predkosci v, jest prostopadly do odcinka 1, (rys. 5.39b).
Przy wyznaczaniu przyspieszenia punktu wykorzystuje sie zaleznosci o po-
staci (5.133), to jest

a, =a, +a, , + a5,

i wzory (5.139), okreslajace dlugosci wektoréw aj ;, 1 &) 5 :

ay,;=€r, aly=w’r,
gdzie r oznacza odleglos¢ punktu A od prostej przechodzacej przez biegun B
i réwnoleglej do chwilowej osi obrotu ciafa.

W rozwiazywanym przypadku jako biegun wygodnie jest przyjaé¢ punkt O,
gdyz latwo jest wyznaczy¢ jego przyspieszenie. Wynika to z faktu, ze tor punk-
tu O jest linia prosta (pozioma). Wobec tego skladowe wektora' przyspieszenia
punktu O sa réwne:

Rysunek 5.40:-Ruch/ptaski ciata — wyznaczanie przyspieszenia punktu

Przedwyznaczeniem przyspieszenia punktu O nalezy wyznaczy¢ jego pred-
kos¢. Stosujac raz jeszcze metode srodka chwilowego obrotu otrzymuje sie

Vo = Vs = Wrso =wb=4tb=12t [m/s]"
Stad

d(12t
ao = a;, = (dt ) =12 [m/s?].
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Sktadowe przyspieszenia punktu A wzgledem bieguna O sa odpowiednio réwne:

al,,=€rso=cb=4b=12 [m/s?]

GJZ/O = w? Tso = w?b = 4bt = 12¢ [m/sQ] ,

gdyz

w d
=—=—(4)=14 2.
€ p dt( t) [rad/s®]

Ostatnig czynnoscia jest wyznaczenie dlugosci wektora a,
- = —T =N
a, =ap +a,,,+aso,;

ktora — na podstawie kierunkéw skladowych wektorow przedstawionych narys. 5:40
— mozna okresli¢ jako

ax = /(a0 +alo)? + (a5,0)2
Po podstawieniu wartosci skladowych wektora przyspieszenia

a,=+/(12+12t)2 + (12)2 = 12/(1 + )2 + 1 [m/s%, &

5.4 Ruch zlozony — ruch punktu wzgledem
ruchomego ukladu odniesienia

Ruch punktu poruszajacego sie wzgledem ruchomego ukladu odniesienia
(np. poruszajacego sie ciala sztywnego) moze by¢ analizowany na podstawie
rownan ruchu punktu okreslonych w nieruchomym uktadzie odniesienia. Taki
sposéb podejscia w wielu przypadkach prowadzi do skomplikowanych zaleznosci
okreslajacych predkoseii — przede wszystkim — przyspieszenia.

Mozliwy jest tez.inny/sposéb podejécia, zaproponowany przez francuskiego
matematyka G.G-de Coriolis’a (1792-1843), ktéry polega na oddzielnej analizie
dwdéch ruchow, a mastepnie odpowiednim ztozeniu tych ruchéw. Jeden'z ruchéw
sktadowych4est mazywany ruchem unoszenia, a drugi ruchem wzglednym. Ruch
uktaduodniesienia (albo ciala) jest ruchem unoszenia. Ruch punktu wzgledem
ukladuedniesienia (poruszajacego sie ciala) jest ruchem wzgledmym. Scisle rzecz
biorac ruchem unoszenia jest ruch tego punktu ciata, w ktérym w rozpatrywanej
chwili znajduje si¢ wedrujacy wzgledem ciata punkt.

Zaleta takiego sposobu podejscia jest oddzielne rozpatrywanie ruchu uno-
szenia (przy analizie tego ruchu nie interesuje nas ruch wzgledny) i oddzielne
rozpatrywanie ruchu wzglednego (w tym przypadku badany jest jedynie ruch
punktu wzgledem ukladu odniesienia traktowanego tak jak nieruchomy uktad).
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5.4.1 Predkosé punktu o ruchu ztozonym

Rozpatrzymy poruszajace sig¢ cialo sztywne i zwigzany z nim ruchomy uktad
odniesienia £n¢ (rys. 5.41). Ruch ciala jest okreslony przez predkos$é bieguna B
i predkos$é katowa &@. Wzgledem cialta porusza sie punkt A, a jego tor wzgledem
ciala jest znany (lub moze by¢ okreslony).

LEN n

=

ol

0) v
X

Rysunek 5.41: Opis polozenia punktu (A) poruszajacego sie wzgledem rucho-
mego cialta sztywnego
Wektor okreslajacy polozenie punktu A mozna przedstawi¢ w postaci
¥ =71p + rpd, (5.142)

Bezwzgledna predkosé punktu Aj to,jest predko$é tego punktu wzgledem
ukladu ayz, jest rowna pochodnej wektora ¥

L odr d L dry  drg,
2 _ A =B 5.143
Vo=@ s ) = g (5.143)
przy czym
dr .
% =Ty = Vs (5.144)
natomiast
- dr’ dr’ o=
Tpp = d]ZA = diA + W X Ty - (5.145)
Wyrazenie d‘;BtA we wzorze (5.145) oznacza pochodna lokalng wektora Ty,

a wiec zmiane tego wektora wzgledem ukladu odniesienia (poruszajacego sie
ciata). Pochodna wektora ', w lokalnym ukladzie odniesienia okresla predkosé
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punktu wzgledem tego uktadu. Taki sposéb przedstawienia pochodnej wekto-
ra pozwala wiec na wydzielenie skladnika opisujacego ruch punktu wzgledem
ukladu unoszenia. Drugi sktadnik okresla ruch samego ukladu odniesienia (ruch
unoszenia).

Po podstawieniu (5.144), (5.145) do (5.143) i zmianie kolejnosci sktadnikéw
otrzymuje sie

L. dr
V =V + & X Tya dj‘* , (5.146)
lub — wprowadzajac oznaczenia:
Vo=Vo+ @ X Foa |, |Vw=T2a |, (5.14%)

dochodzi sie do zaleznoéci okreslajacej bezwzgledna predkos¢ punktu wipostaci
V =Vy+Vw |- (5.148)

Zatem, przy opisie ruchu punktu wzgledem ruchomego ukladu odniesienia
(np. poruszajacego sie ciala sztywnego) bezwzgledna predkosé tego punktu moz-
na wyznaczy¢, dodajac wektor predkosci unoszeniawwy, — wynikajacej z ruchu
ukladu unoszenia — do wektora predkosci wzglednej vy ktéra wynika z ruchu
punktu w stosunku do ciala.

Rysunek 5.42: Predko$é punktu (A) poruszajacego sie wzgledem ruchomego

ciala sztywnego (oznaczenia: Vy = Vg + & X Ty, Viy = dfi—‘iA)
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PRZYKELAD 5.4.1
Prostokatna plyta porusza sie ruchem obrotowym wokét osi pokrywajacej sie
z jej pionowa krawedzig (rys. 5.43). Wzdluz drugiej pionowej krawedzi porusza
sie punkt (C) z predkoscia wzgledem plyty zadana w postaci funkcji vy, = bt,
przy czym b = 2 [m/s?]. Majac dana predkos$é katowa plyty w = w, = 5 [rad/s]
oraz szerokos¢ plyty ¢ = 1 [m] wyznaczy¢ bezwzgledna predkosé punktu C
i kierunek wektora predkosci v.

b) tz

JYe

Rysunek 5.43: Ruch punktu wzgledem plyty —‘sktadowe wektora predkosci

ROZWIAZANIE
Korzystajac z zaleznosci (5.148), etrzymanych przy omawianiu ruchu zlozo-
nego punktu, predkos¢ punktu C' mozna okresli¢ jako

V= Vy + Vi .

Wartosé predkosci unoszenia. vy w rozpatrywanym przykladzie — gdzie ruchem
unoszenia jest ruch obretowy plyty — mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

w=wr=wc =5-1=5 [m/s].
Predkosé punktu w jego ruchu wzgledem plyty jest zadana (v, = bt).

Na rysunku 5.43a zostaly pokazane kierunki wektoréw vy A .V oraz ich
wypadkowav . Diugosé wypadkowej predkosci mozna okresliéjako

v= Vv + o2,

gdyz wektory vy i Vi sa do siebie prostopadle. Zatem
v =1/5%2+ (2t)2 = V25 + 4t* _[m/s] .
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Kat 6, jaki tworzy wektor predkosci v z krawedzia plyty mozna okresli¢ na
podstawie wartosci funkcji — np. cos
Uy 2t
o8 = — = ——— .
v /254 4¢2
Na marginesie rozwiazania tego zadania warto wspomnieé, ze ruch rozpatrywa-
nego tu punktu mozna analizowaé (i otrzymac identyczne rezultaty), uzywajac

rownan ruchu punktu. Na przyklad w ukladzie wspdlrzednych prostokatnych
xyz (rys. 5.43b) réwnania ruchu punktu C' maja postaé:

Te=c sin @,
Yo =C COS @,
Ze= —Sw,

przy czym: ¢ — oznacza kat obrotu plyty w stosunku do jej polozenia peczat-
kowego (rys. 5.43b), a s, — droge punktu wzgledem plyty (rys. 5.43a).
Poniewaz

goz/wdt:5t+cz,

t2
sW:/vwdt:/tht:2§:t2+02,

a stale ¢y 1 cg, przy przyjeciu polozenia poczatkowego. jak na rys. 5.43b (p(0) =
0, sw = 0), sa réwne zero, to

x. = sin (5t) , vy =5 cos (5t) ,
Yo = cos (5t) , oraz vy = —5 sin (5t) ,
2o=—1%, v, = —2t.

Latwo sprawdzic, ze predkos¢ punktu C' wyznaczona na podstawie skladowych
Vg, Uy, V. jest identyczna jak wyznaczona wczesniej

v=4/vZ+ v+ 02 = V[5 €os (5t)]2 + [—5 sin (52)]2 + (—2t)2 = /25 + 4¢2 .

Kat 0, jaki tworzyswektor predkosci v z krawedzia plyty mozna okresli¢ z za-
leznosci

cosg o el 2t o
v V25 + 482

5.4.2 Przyspieszenie punktu o ruchu zlozenym

Zaleznosé (5.148) mozna przedstawi¢ — po podstawieniu Vy = Vg + & X Fra
— w postaci

‘7:‘_"]3 +(:5 XFBA +‘_"w7 (5149)
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ktoéra jest przydatna przy wyprowadzaniu zaleznosci okreslajacej przyspieszenie
punktu poruszajacego sie ruchem ztozonym.

Przyspieszenie (&) punktu jest pochodna wektora predkosci (V). Rézniczku-
jac wyrazenie (5.148), to jest V = V + Vy, otrzymuje sie

S d S dvy,  dvy
== =" 4+ T 5.150
A=V t¥) = dt ( )
Pochodna wektora predkosci unoszenia jest okreslona zaleznoscia
v d ) ) )
%:%(VBJrJxf’BA):VBJerf’BAJrcD’xFBA. (5.151)

Przedstawiajac wektor Foa za pomocy pochodnej lokalnej — to jest w postaci

- dr, dr, L
Fuy = dle = dj‘* + & X Tpa, (5.152)

i wprowadzajac oznaczenia Vi = ag oraz @ = €, otrzymuje sie

d\_iU — — = — dFBA
0t =ap +E€ XTIy +wX

& X (& X Tad)e (5.153)

Jako przyspieszenie unoszenia (ay) przyjmuje sie tylko te czes¢ pochodnej d;%,
ktora oznacza przyspieszenie wynikajace wyltacznie z ruchu ukladu unoszenia

(wywolane ruchem unoszenia), to znaczy
dy =8 + & X Ty + @ X (@XTyy) . (5.154)

(Takie przyspieszenie mialby rozpatrywany punkt, gdyby pozostawal w spo-
czynku wzgledem ukladu unoszenia.) Zatem pochodna wektora predkosci uno-
szenia mozna zapisa¢ w formie

dv i L
dt“ =a;+ W dj‘* =8y 4 @& X Vy , (5.155)
dipa

gdzie wykorzystane zostalo oznaczenie LA = V.
Pochodna wektora predkosci wzglednej, a wiec wektora (Vy) okreslonego
w ruchomym uktadzie odniesienia (zwiazanym z poruszajacym si¢ cialem) moz-
na zapisa¢ w formie
Wy  dVy
— = — 4+ XVy=a4a W X Vi . 5.156
dt a W Aw v ( )

przy czym zostalo wprowadzone oznaczenie “p¥ =‘ay. W ten sposéb zostal

wyrézniony ten skladnik, ktéry okresla zmiany wektora predkos$ci wzglednej
widoczne dla obserwatora poruszajacego si¢ razem z uktadem unoszenia.
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Podstawiajac (5.155) i (5.156) do (5.150) otrzymuje si¢
ad=ay +aw+ 20 X Vi .

Wprowadzajac oznaczenie

8. =28 x ¥y |,

przyspieszenie punktu w ruchu ztozonym mozna okresli¢ jako

& =a, +aw+4 |,

przy czym:

)

|, = &, + & X For + & % (@ X Foa)

Z  _ dvw
aw = g

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)

Wielkoéci oznaczone symbolami ay, a, oznaczajace przyspieszenie unoszenia
i przyspieszenie wzgledne zostaly juz pokrétce omoéwione. Oznaczona jako ag
skladowa wektora przyspieszenia nazywana jest przyspieszeniem Coriolisa i jest
réwna podwojonemu iloczynowi wektoréw predkosci katowej ukladu unoszenia

i predkosci wzglednej punktu (2@ x Vy ).

Wektory skladowe przyspieszenia punktu,poruszajacego sie wzgledem poru-
szajacego sie ciala sztywnego (ukladu unoszenia) sa pokazane na rys. 5.44.
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l/ (T)x a)xf'BA)

ﬁu = ﬁ.{" ExTy (TJX@XﬁA)

Rysunek 5.44: Skladowe przyspieszenia punktu (A) poruszajacego sie wzgle-
dem ruchomego ciala sztywnego: a) przyspieszenie unoszenia,\b) przyspieszenie
wzgledne i jego skladowe, ¢) przyspieszenie Coriolisa
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W obliczeniach wartos¢ wektora a, to jest warto$¢ wektora sumy przyspie-
szen skladowych & = &y + &y + ac (rys. 5.45), wyznacza sie na podstawie rzu-
tow poszczegdlnych wektorow lub ich sktadowych na osie prostokatnego uktadu
wspoélrzednych ¢n¢. Odpowiednie rzuty wynosza:

ag = (a7 )¢ + (&7)e + (a5 )¢ + (a5 )¢ + (Ao (5.162)
an = (85)y + (@5)y + (&5 )y + (@% )y + (8c)y (5.163)
ac = (&} )¢ + (@7)¢ + (@ )¢ + (@4 )¢ + (ao)c (5.164)
a dlugo$é¢ wektora wypadkowego jest okreslona jako
a = \/(%)2 + (an)? + (a¢)? . (5.165)

Wartos¢ catkowitego przyspieszenia mozna tez wyznaczy¢ na podstawié su-
my rzutéw wektoréw skltadowych na osie nieruchomego uktadu zyz lub innego,
dogodnego uktadu wspdlrzednych.

Rysunek 5.45: Przyspieszenie calkowite punktu (A) poruszajacego sie wzgledem
ruchomego ciala satywnego a = ay + aw + ac

Na zakonczenie tych rozwazan warto zwréci¢ uwage na réznice pomiedzy
przyspieszeniem unoszenia i pochodna predkosci unoszenia

—

Podobnie — w przypadku przyspieszenia wzglednego — zachodzi zwiazek

—
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PRZYKLAD 5.4.2
Punkt A przesuwa sie wewnatrz rurki, ktora obraca sie wokol pionowej osi
(rys. 5.46). Kat ¢, jaki tworzy rurka z osia obrotu ukladu jest réwny § = %ﬂ'.
Majac dane przyspieszenie katowe rurki e = €, = 2 [rad/s?] i jej poczatkowa
predkosé w(0) = 3 [rad/s|] oraz przyspieszenie punktu wzgledem rurki af, =
3 [m/s?], poczatkowa predkosé wzgledna vy, (0) = 2 [m/s] i poczatkowe polozenie
punktu s,(0) = 0,2 [m] wzgledem rurki, wyznaczy¢ bezwzgledne przyspieszenie

punktu A.
B
!

polozenie

poczqtkowe B 1.,;
—

Rysunek 5.46: Ruch zlozony punktu wzgledem obracajacego sie ciata

ROZWIAZANIE
Calkowite przyspieszenie punktu poruszajacego sie wzgledem ciala — zgodnie
z (5.159) — mozna wyznaczy¢ z zaleznosei

a = ay +ay+ ac
Iub — bardziej szczegélowo — jako
a=aj +al +aj, +ay +a..

Sposréd skladowychwystepujacych w tym wzorze zadane jest przyspiesze-
nie wzgledne, przy.¢zym/al, = 3 [m/s?] (a}, = 0 — gdyz torem punktu w ruchu
wzgledem rurki jéest prosta). Na podstawie przyspieszenia a7, mozna wyznaczy¢
predkosé wzgledna v, a nastepnie droge przebyta przez kulke w ruchu wzgled-
nym sy (te wielkosci beda wykorzystywane przy wyznaczaniu przyspieszenia
unoszenia i przyspieszenia Coriolisa):

vwz/a;,dt:/Zdt:t—i—c,,

Po podstawieniu t = 0 i v(0) = 2 mozna wyznaczyc stala c,

2=04+c¢, = c, =2,
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stad
vy =1+ 2,

t2
sW:/det:/(tJrQ)dt:5+2t+cg.

Korzystajac z warunku dla t = 0 s,,(0) = 0, 2 otrzymuje sie

0,2=0404¢, = ¢,=0,2,
t2
sw=g +2640,2.

polozenie
poczqtkowe B B

Rysunek 5.47: Ruch zlozony punktu.— sktadowe wektora predkosci i wektora
przyspieszenia

Przyspieszenie unoszeniasjest przyspieszeniem wynikajacym z ruchu obroto-
wego rurki, zatem

T _ n __
ay=cr, al=w'r,

przy czym wielkoSci r i w okreslaja zaleznosci:

o[%

r = sysin(r — 9J) —3W51n5—(2 +2t4+0,2)—¢

w*/sdt /2dtft+c?,

a stala ¢, wyznacza si¢ z warunku w(0) = 3
3=0+4+c¢;,, = c¢;,=3, = w=t+3.
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Po podstawieniu:

2

t 3
a;:m‘:2(5+2t+0,2)§,

t2 3
aZ:wQT:(t+3)2(§+2t+0,2)§.

Przyspieszenie Coriolisa — okreslone wzorem (5.158) jako ;. = 2@ X Vi —
ma wartosc

ao=2wvysin(J(D, V) = 2(t+ 3)(t + 2) sind = 2(t + 3)(t + 2)? .

Na rysunku 5.47a zostaly pokazane kierunki wektorow vy i Vi oraz ich wy-
padkowa V. Skladowe wektora przyspieszenia sa przedstawione obok. Kierunki
pokazanych wektoréw nie ulegaja zmianie w ruchomym ukladzie odniesienia
&n¢ (rys. 5.47b), ktéry jest zwiazany z punktem C' i obraca sie razem # ukladem
unoszenia.

Wartosé calkowitego przyspieszenia punktu A mozna wyznaczycé:na podsta-
wie sumy rzutéw wektoréw skladowych na trzy wzajemnie prostopadle osie £nC.
Odpowiednie rzuty wynosza:

ag = (&g)e + (&0 )e + (& ) + (8c)e = ay, +ad,
an = (5{})71 + (53)77 + (‘_ﬂv)n + (5C)n =al—aycos(d — ),
ac = (&g)¢ + (&%) + (&Y )¢ + (8c)¢ = awcosd ,

a ich wypadkowa jest okreslona jako

a = /(ae)? + (ay)? + (ag)¥=

= \/(ag +ac)?+ (a7 — aycos(d — g))2 + (awcosd)? . &
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Rozdziat 6

DYNAMIKA PUNKTU
MATERIALNEGO

6.1 Dynamika swobodnego punktu
materialnego

Swobodnym punktem materialnym nazywassie ‘cialo o nieskonczenie maltych
rozmiarach, posiadajace stala mase i niczym nie ograniczona mozliwos¢ ruchu.
Ruch swobodnego punktu materialnego jest zalezny od sit (fz) dziatajacych
na ten punkt. Zgodnie z II prawem Newtona zaleznos¢ opisujaca ruch takiego

ciata ma postac
ma=F |, (6.1)

gdzie:

m — masa punktu materialnego,

a — przyspieszenie punktu,

F - wypadkowa sil czynnych (aktywnych),
przy czym

F=)F;, (6.2)
i=1
(n jest liczba sil dzialajacych na punkt materialny).

Réwnania dynamiki swobodnego punktu materialnego mozna przedstawié¢
w postaci skalarnej jako:

ma, =F, |, |may,=F,|, |ma,=F,|, (6.3)
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Rysunek 6.1: Sity fi, (1 = 1,2, 3) dzialajace na swobodny punkt materialny (a)

—

oraz ich wypadkowa F i przyspieszenie punktu a (b)

PIZy CZym ps, Dy, P. oznaczaja rzuty wektora przyspieszenia punktu na‘osie z,
y, z (nieréwnolegle i nie lezace w jednej ptaszczyznie), a Fy, Fy, F. sarzutami
— na te same osie — wypadkowej sil zewnetrznych. W ukladzie wspélrzednych
naturalnych (77n,) réwnania dynamiki (6.1) maja postaé:

mar = F. |, may, = Fy |, 0=F|, (6.4)

gdzie F}, oznacza rzut wypadkowej sil na o$ binormalna 7, (o kierunku prosto-
padlym do plaszczyzny 77).

PRZYKLAD 6.1.1
Okresli¢, z jakimi predkosciami beda spadac z jednakowej wysokosci dwa
ciala o tych samych ksztaltach i wymiarach, ale rézniace si¢ masa. Przyjaé, ze
opdr powietrza jest: a) staly (F =\F, = const), b) liniowo zalezny od predkosci
(F = —cwv). Dane: my = 1 kg; ma = 2 kg; g = 9,81 m/s?; F, =2 N; c =1
Ns/m.

ROZWIAZANIE

Sity dzialajace na,spadajace ciala sa pokazane na rys. 6.2. Ze wzgledir na
rézna mase (ma!>'mi1) na ciala dzialaja sily ciezkosci o réznych wartoseiach
(G2 > G4). Sily oporu powietrza maja jednakowe wartosci, poniewaz ksztalt
i wymiary(obu cial sa identyczne. Ruch cial moze by¢ rozpatrywany przy zalo-
zeniuy ze. modelem kazdego z cial jest punkt materialny.

Réwmania dynamiki (ciala sa dalej traktowane jako punkty materialne) moz-
na zapisa¢ w formie:

miag =G — F | Mmoag =Gy — F.

Przyjmujac, ze opdr powietrza jest staly (F = Fy)-i zastepujac ciezar iloczynem
masy i przyspieszenia ziemskiego, dla ciala/i(i = 1,2) otrzymuje sie réwnania
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a) v b) A%
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Rysunek 6.2: Sity dzialajace na ciala podczas ich spadania

o postaci

dv;
m;a; =m;g — F, lub mid—;:mingo.
Wyznaczenie predkosci v;(t) na podstawie jej pochoduej-w tym przypadku, nie
jest klopotliwe'

mig_Fo

’Ui(t) = t +cy

m;
Po wyznaczeniu stalej ¢; = v, (z warunku v(t = 0) = v,) mozna podaé rozwia-
zanie dla kazdego z punktow materialnych jako

Fo Fo
t)=(g9— —2)t ) =(g— =2t :
w® =g 9t+ulyomn wl)=g- )t
Otrzymane rozwiazanie'wskazuje na liniowa zmiane predkosci spadania w przy-
padku, gdy opdr powietrza przyjety jest jako wielkosé stala (F = F,). Na rysun-
ku 6.3 jest pokazany przebieg zmian predkosci kazdego z cial. (Cialo o wiekszej
masie spada 7z wieksza predkoscia. Mozna to latwo zweryfikowaé¢ samodzielnie
przeprowadzajac’eksperyment.)
Réwnania dynamiki w przypadku, gdy sila oporu powietrza jest zalezna od
predkosci (F = —c v) maja postaé
d’l)i

miE:Gi_CU'L’-

! Dziatanie odwrotne do rézniczkowania — polegajace na wyznaczaniu funkcji na podstawie
jej pochodnej — nazywa sie calkowaniem (v = fadt).
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Rysunek 6.3: Predkosci cial podczas spadania (dla oporu powietrza F' = F, oraz
F=—cv)

Rozwiazanie takiego réwnania rézniczkowego jest bardziej skomplikowane niz
dla stalej sily oporu. Rozwiazaniem jest funkcja

V; (t) =

(Podany rezultat mozna sprawdzié¢ poprzez podstawienie tej funkcji do réwnania

Ye M

+ (vo —

dynamiki.)
Przebiegi zmian predkosci kazdego z cial zostaly poréwnane z wynikami
uzyskanymi przy zalozeniu stalego oporu powietrza (rys. 6.3). &

6.1.1 Pojecie sily bezwladnosci

Roéwnanie (6.1) mozna przedstawi¢ w takiej postaci, w jakiej byly przedsta-
wiane rownania rownowagi punktu, to znaczy z zerem po jednej stronie znaku
réwnosci

F-ma=0. (6.5)
Wprowadzajac oznaczenie
Fp, = —ma, (6.6)
réwnanié dynamiki punktu mozna przedstawi¢ w formie?
F+F,=0 | (6.7)
2Réwnanie dynamiki punktu o postaci (6.7) bywa, — blednie — nazywane zasadg

d’Alemberta. (Zasada podana przez J. R. d’Alemberta (1717-1783) jest ogélnym sformutlo-
waniem praw dynamiki uktadu punktéw materialnych. Jest zasada wariacyjna, to znaczy, ze
jej podstawa jest rachunek wariacyjny.)
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Wielkosé f‘b = —ma ma wymiar sily i z tego powodu jest nazywana silg bez-
wladnosci®.

Réwnanie dynamiki o postaci réwnania réwnowagi (6.7) bywa nazywane
”réwnaniem rownowagi dynamicznej” lub ”dynamicznym réwnaniem réwnowa-

)

gi”.

6.2 Dynamika nieswobodnego punktu
materialnego

Nieswobodnym punktem materialnym nazywa si¢ taki punkt materialny, na
ktérego ruch nalozone sa ograniczenia (wiezy).

Przy analizie ruchu nieswobodnego punktu materialnego konieczne jest u-
wzglednienie oddzialywania wiezow. Jednym ze sposobéw uwzglednienia wply-
wu wiezéw na ruch punktu jest wprowadzenie sil reakcji wiezéw?. Sily.reakcji
sa nazywane silami zewnetrznymi biernymi (lub pasywnymi).

Na rysunku 6.4 jest pokazany punkt materialny obcigzony silami zewnetrz-
nymi czynnymi (f‘ 71 ﬁ2) slizgajacy si¢ po gladkiej nieruchomej powierzchni.
Oddzialywanie powierzchni jest zastapione sila reakcji R 1.— jej dziatanie wy-
musza ruch po krzywej lezacej na powierzchni.

a) b)

Rysunek 6.4: Punkt materialny (nieswobodny) poruszajacy sie po gladkiej po-
wierzchni (a) oraz reakcja R;, (j = 1)1 przyspieszenie punktu a (b)

Jedli dzialanie wiezow jest odwzorowane poprzez sity reakcji wiezéw, to réw-
nanie dynamikipunktu nieswobodnego mozna przedstawi¢ w postaci

ma=F+R/|, (6.8)

gdzie:

3W niektérych opracowaniach sita bezwtadnosci wystepuje pod nazwa sila d’Alemberta.
4Innym sposobem opisu ograniczenia ruchu spowodowanego przez wiezy jest okreslenie
rownan wiezow, to jest zaleznosci pomiedzy wspolrzednymi opisujacymi polozenie punktu.
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m — masa punktu,

a — przyspieszenie punktu,

F - wypadkowa sil zewnetrznych czynnych (aktywnych),

R - wypadkowa sil reakcji (sit zewnetrznych biernych) .

Zakladajac, ze na punkt materialny dziala n sil czynnych i r sit reakcji,
wypadkowe tych sit wyznacza si¢ sumujac odpowiednie sily:

F-YF, R=Y R, (6.9)

Skalarna postaé¢ réwnan dynamiki nieswobodnego punktu materialnego:

ma, = F, + R,

, ‘maysz—i-Ry‘, ‘mazze—i-Rz‘. (6.10)

W ukladzie wspoélrzednych naturalnych (7nn,) réwnania dynamiki (68) maja

forme:
s 0=F,+ Ry |. (6.11)

Po wprowadzeniu oznaczenia P = F + R réwnanie dynamiki nieswobodnego
punktu materialnego mozna przedstawié¢ jako

T — R

, ‘manan+R77

ma="P]|. (6.12)

PRZYKEAD 6.2.1
Punkt materialny o masie m jest polaczony lekka nicia o dlugoscil z nieru-
choma podpora i porusza sie pod wplywem sily ciezkosci w pionowej plaszczyz-
nie (taki uklad nosi nazwe wahadlo.matematyczne). Poda¢ réwnania opisujace
ruch takiego nieswobodnego punktu materialnego.

ROZWIAZANIE

Rozwiazywanie rozpoézynamy od uwolnienia punktu materialnego od wie-
z6w i wprowadzenia ich reakcji. Sily dzialajace na oswobodzony od wiezoéw punkt
materialny sa pokazane na rys. 6.5b.

Kolejnym krokiem jest zastosowanie rownan dynamiki dla rozpatrywanego
ukladu. Zostana tu przedstawione trzy wersje rownan — wynikajace z zaleznosci
(6.8)(6.10) 1 (6.11).

1) Whpostaci wektorowej (6.8) réwnanie dynamiki dla wahadla matematycz-
nego ma forme

m5:é+§,

przy czym sila cigzkosci jest okreslona jako G = mg (& oznacza wektor
przyspieszenia ziemskiego).
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a) b
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G|¥

Rysunek 6.5: Wahadlo matematyczne — punkt materialny zawieszony na lekkiej

nici

2)

Réwnania zapisane w postaci wektorowej sa bardzo przydatne w opisie
teoretycznym, ale maja ograniczone znaczenie praktyczne. Przyczyna jest
brak informacji na temat kierunkéw wektorow w réwnaniach wektorowych.
(Rozwiazanie zadania dynamiki — polegajace na_wyznaczeniu predkosci
i/lub wspélrzednych polozenia punktu — mozna uzyskaé ‘analizujac réw-
nania dynamiki w postaci skalarnej.)

Rownanie dynamiki dla wahadla matematycznego w postaci skalarnej
(6.10) — to jest w postaci rzutéw na nieruchome osie x i z (rys. 6.5b)
— sg nastepujace:

ma, = —Ssinp, . ma,=—-Scosp+ G .

Analiza ruchu na podstawie rownan w takiej formie sprowadza si¢ do roz-
wigzania ukladu dwéch réwnan rézniczkowych drugiego rzedu zmiennej t
i jednego réwnania algebraicznego:

d?x ——SE d?z

_ Z 2 2 _ g2

, \ . 2 d? \
Réwnania.te uzyskano przez podstawienie: a,, zzng, Qy :Wg’, sinp = z/l,

cos p= z/l. Trzecie réwnanie okreslajace zwiazek pomiedzywspolrzedny-
mi x 1z jest niezbedne, gdyz w rozpatrywanych tu rownaniach dynamiki
wystepuja trzy zalezne od czasu niewiadome: x(t), z(t), S(t). Rozwiazanie
mozna wyznaczy¢ jedynie na drodze numerycznej (rozwiazanie tych réw-
nan w dziedzinie funkcji elementarnych nie istnieje).

3) Réwnanie dynamiki w postaci skalarnej (6.11), to jest rzuty na osie 7 11
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(rys. 6.5b) prowadza do zaleznosci:

mar = —Gsing, ma, =5—Gcosp.
- i, o _dv_dvdp do_ v o _v? o
Stosujac podstawienia: a, = dt—dpdt’ dt =W =W = = otrzymu-
Jje sie:
v dv ) v?
m-—=—Gsinp, m—=85—-—Gcosp.
[ dp l

Dzigki takim przeksztalceniom otrzymano jedno réwnanie rézniczkowe
pierwszego rzedu zmiennej ¢ 1 jedno réwnanie algebraiczne. Niewiado-
mymi sa w tym przypadku: v(yp), S(p). Wielkosci te mozna bez wiekszych
probleméw wyznaczy¢é w postaci jawnej.

4) Réwnania dynamiki w postaci réwnania réwnowagi (6.7) — po rzutowaniu
na osie T i n — maja postac:

—Gsing + (Fy), =0, S —Gcosp+ (Fp), =0

Tak przedstawione rownania réznia sie od poprzednich jedynie forma za-
pisu. Po podstawieniu:

d 2
(F))r = —ma, = —m= <2 | ()= —may, = —m— |
ld l
otrzymuje sie:
d 2
—Gsinap—mE—U:O, S—Gcosgo—mv—zo. &
[ do l

6.3 Energia kinetyczna punktu materialnego

Energia kinetyczna punktu materialnego o masie m i predkosci v jest zdefi-
niowana jako

mv - v (6.13)

lub

smuv? |. (6.14)

Energia kinetyczna jest wielkoscia skalarna (mniezalezna od uktadu wspoél-
rzednych, jaki zostal uzyty przy wyznaczaniu predkosci). Jednostka energii jest
1J (1J=1kg™ =1Nm),
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6.4 Praca sily i moc silty

Elementarnqg prace (d'L) sily (f’) dzialajacej na punkt materialny, wykonana
podczas przemieszczenia punktu o wektor dr', definiuje sie jako iloczyn skalarny
wektora sily i wektora elementarnego przemieszczenia punktu przylozenia sity
(rys. 6.6)

d'L=P.df = Pdr cosa |, (6.15)

przy czym « oznacza kat pomiedzy wektorami P i dF.

Rysunek 6.6: Tor punktu A ciala sztywnego i silta P przytozona do tego punktu

Korzystajac z wlasnosci iloczynu skalarnego, elementarna prace sity przed-
stawia sie jako

dL=P,dx+ P,dy+ P.dz . 6.16
Y

. . dr — . . . ey .
Poniewaz = V, to elementarne przemieszczenie mozna przedstawic¢ jako

dt
dr = v dt, a prace elementarng d'L = P - df w postaci

dL=P -vdt (6:17)

lub — w zapisie skalarnym — jako
d'L = (Pyvy+ Pyv, + P,v,)dt . (6.18)

Prace sity (13) wykonang podczas przemieszczenia punktu przylozenia sity
wzdluz krzywej AB wyznacza sie catkujac wyrazenie (6.15) na drodze AB

LAB:/ f’-df:/ Pdr cosa . (6.19)
UAB UAB
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Inne postaci wyrazenia na prace to:

Lap = / (P, de+ P, dy+ P. d2) | (6.20)
UAB

to
Lapg = / (P vy + Pyvy + Povy)dt (6.21)

t1

gdzie tq i1 to oznaczaja chwile, w ktérych punkt przylozenia sity znajdowal sie
w polozeniu odpowiednio A i B. Jednostka pracy jest 1 J (1 J =1 Nm).

Rozpatrzymy kilka szczegdlnych przypadkéw sit, z ktérymi mamy czesto do
czynienia i wyznaczymy ich prace. Ulatwi to rozwiazywanie zadan, w ktérych
takie silty wystepuja.

1)

Praca sily prostopadlej do wektora elementarnego przemieszcze-
nia punktu przylozenia sity

W sytuacji, gdy sila (13) jest prostopadta do wektora elementarnego prze-
mieszczenia punktu przylozenia silty (dr), to znaczy P 1 df y/na podstawie

definicji (6.15) otrzymuje sie
d'L(P) =P -df = Pdr cost/2=0. (6.22)

Calkowita praca (suma prac elementarnych) bedzie réwna zero, o ile wek-
tory P i df pozostang stale prostopadle do siebiew(rys. 6.7).

0"
R
N

.

dL=N-df =N drcosZ =0 ~

—

Rysunek 6.7: Rraca sity (N) prostopadlej do wektora dr

Praca sily o stalym kierunku i stalej wartosci

Jezeli sita ma stala warto$é¢ i kierunek, to jej rzuty maja réwniez stale
warteéci P, = const, P, = const, P, = const. Calkowita prace-takiej sity
latwo wyznaczy¢ z zaleznosci (6.20)

LABZ/ (dex—l—Pydy—i—Pzdz):
UAB

= Pal22 + Pylls + Pzl =

zA

= Py(xp —x4) + Py(yp—ya) + Po(25 — 24) , (6.23)
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gdzie x,, Y., ... zp oznaczaja wspélrzedne punktow A i B okreslajacych
poczatek i koniec drogi przebytej przez punkt przylozenia sity. Oznacza
to, ze praca sily o stalym kierunku i stalej wartosci nie zalezy od krzywej,
ktora jest torem punktu przyltozenia sity, a jedynie od polozenia punktu
poczatkowego (A) i punktu koncowego (B).

H .
\ G h
b N
(07
dL(T)=T-df =T drcosn =-Tdr N L(T)=-Ts
dL(G)=G-df = G dr cos (Z-a) = G dr sina LG)=Gh

Rysunek 6.8: Praca sit ('f‘ i (_j) o stalym kierunku i statej wartosci

Praca sily ciezko$ci
Sita ciezkosci (G) jest szczegélnym przypadkiem sity o stalym kierunku
i stalej wartosci. Jej prace mozna wiec wyznaczyéna podstawie zaleznosci

(6.23). Po podstawieniu P, = Py = 0 otrzymuje sie

Lap = P.(z5 —2z4)"- (6.24)
Przy zalozeniu, ze 0§ z jest pionowa osia zwrdcona do gory (P, = —G)
otrzymuje sie

Lap = —G(z5 — 24) . (6.25)

Praca sily ciezkoscijest dodatnia w przypadku, gdy punkt przylozenia
sily przemieszcza-si¢ ku dolowi (punkt B lezy ponizej punktu A).

Praca sily sprezystosci

Site oddzialywania sprezyny (lub innego elementu o wladciwosciach spre-
zystyeh)® na cialo nazywa sie sita sprezystosci (ﬁs) Jej kierunek pokrywa
sie z kierunkiem osi sprezyny, a zwrot jest przeciwny do wektora wzgled-
nego przemieszczenia koncéw T (rys. 6.9¢).

Dla sprezyny o liniowej charakterystyce (por. punkt 3.4) warto$¢ sily spre-
zystosei jest proporcjonalna do zmiany jej dlugosci = (rys. 6.9¢), to znaczy
F,=ku.

5W mechanice ogélnej przyjmuje sie, ze elementy sprezyste majg mase réwng, zero.
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Rysunek 6.9: Oddzialywanie sprezyny na punkt materialny: a) sprezyna nieod-
ksztalcona, b) nieskonczenie mate odksztalcenie sprezyny, c) skonczone (dowol-
ne) odksztalcenie sprezyny

Elementarna praca sily sprezystosci — wyznaczona na podstawie definicji
(6.15) — jest okreslona jako

d'L =Fs df = F,dr cost = <Fydx | (6.26)

a ujemna jej warto$¢ wynika z przeciwnego zwrotu wektorow Fs i dr
(rys. 6.9b).
Calkowita praca — dla sprezyny o liniowej charakterystyce (Fs = kx) —
jest réwna

T r 1
L= / (—F)den= —/ kxdr = ——ka? | (6.27)
0 0 2

gdzie x oznacza calkowite odksztalcenie sprezyny (wydluzenie — w przy-
padku rozciagania lub.skrécenie — przy $ciskaniu sprezyny).
Moc sily definiuje si¢ jako stosunek pracy wykonanej przez sile do czasu,
w ktérym praca zostala wykonana. Pojecie mocy charakteryzuje zdolnosé wy-
konania przez sile pracy w okreslonym w czasie. Jednostka mocy 1 W (1 W. =
1.J/s).
Dzielac catkowita prace Lap wykonang podczas przemieszczeniaspunktu
przylozenia sily z potozenia A do polozenia B przez czas At, w ktérym na-
stapilo przemieszczenie, otrzymuje si¢ moc $rednig

_ Lap  Lasp
TOAt byt
Chwilowa moc sily jest zdefiniowana si¢ jako stosunek elementarnej pracy
sity do czasu trwania elementarnego przemieszczenia

(6.28)

N=4L=-Fdr _p.g | (6.29)




6.5 Prawo zmiennosci energii kinetycznej
punktu

Réwnanie dynamiki punktu

—

ma = P (6.30)

mozna — po pomnozeniu skalarnie przez wektor elementarnego przemieszczenia
dr’ — przeksztalca¢ w nastepujacy sposéb:

v .
md—‘t’ -dF =P - dr, (6.31)
dF .
md—; LAV =P - dF, (6.32)
mv-dv =P -drF (6.33)
1 L\ 5 .
d<§mv~v) =P .dr. (6.34)

Lewa strona zaleznosci (6.34) przedstawia rézniczke energii kinetycznej punktu
(por. (6.13)), a prawa elementarna prace sity P (zgodnie z.(6.15)), stad

dE =d'L . (6.35)

Calkujac obie strony réwnania (6.35) — przy-zalozeniu, ze punkt porusza sie
wzdluz krzywej AB, przy czym jego predkesé w punkcie A jest réwna vy,
a w punkcie B osigga wartos¢ vy

v
/ dE — / JL (6.36)
V1 UAB

otrzymuje sie

2 2
mv;  muy
1 .
3 5 AB (6.37)
lub
|Ep — Ea=Las |, (6.38)

gdzie Eploznacza energie kinetyczna punktu materialnego w punkcie 'B ("w po-
lozeniu konicowym” ), natomiast E4 oznacza jego energie kinetyczna w punkcie
A ("w potozeniu poczatkowym”)S.

6Potozenia " poczatkowe” i “koncowe” nie musza dotyczyé rozpoczecia i zakorniczenia ruchu
punktu materialnego. Sg to dwa wybrane stany punktu materialnego okreslone przez jego
predkosci i polozenia oraz dzialajace na punkt silty. Zaleznos¢ (6:37) pozwala na wyznaczenie
relacji pomiedzy wartosciami predkosci, sil i wspélrzednych potozenia punktu materialnego
dla tych stanéw.
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Zaleznosé (6.38) wyraza prawo zmiennosci energii kinetycznej punktu mate-
rialnego.

® Przyrost energii kinetycznej punktu materialnego jest réwny
pracy sily wypadkowej — dzialajacej na punkt — wykonanej na
drodze przebytej przez ten punkt.

PRZYKEAD 6.5.1
Przeprowadzi¢ analiz¢ ruchu wahadla matematycznego (o masie m, dtugosci
l i predkosci w momencie przechodzenia przez polozenie pionowe réwnej v, ).
Wykorzystaé¢ do tego celu prawo zmiennosci energii kinetycznej punktu mate-
rialnego.

ROZWIAZANIE
a) 5
X
0]
AN
[
. m.
h ﬂ/z B :
A &
z G

Rysunek 6.10: Wahadlo matematyczne: a) predko$ci w potozeniach A i B, b)
sity (w dowolnym potozeniu)

Rozpatrywaé bedziemy dwa wybrane polozenia punktu materialnego: Litera
A oznaczymy polozenie, dla ktérego znana jest predkosé punktu (v, ). B symbo-
lizuje dowolne polozenie, a predkos¢ punktu w tym polozeniu oznaczamy jako
v (rys..6:10). Przyrost energii kinetycznej rozpatrywanego punktu materialnego
pomigdzy potozeniami A i B wyniesie

Sily dzialajace na oswobodzony od wiezéw punkt materialny sa pokazane
na rys. 6.10b. Zgodnie z prawem zmiennosci energii kinetycznej punktu mate-
rialnego przyrost energii jest rowny pracy wykonanej przez dzialajace na rozpa-
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trywany punkt sily (é i §), przy czym interesuje nas praca wykonana podczas
ruchu punktu pomiedzy polozeniami A i B.

Wektor elementarnego przemieszczenie punktu przylozenia sil (dr), jest stale
prostopadly do sily S. Praca sily S jest — jak wynika z (6.22) — réwna zero
(Lap(S)=0).

Praca sily ciezkosci — wyznaczona na podstawie (6.24) — wynosi (w tym
przypadku P, = G = mg)

Lap(G) = G(zs — 24) = mg (lcosp — 1) = —mg (I — l cosp) = —mgh. .
Praca sity G dla przemieszczenia od punktu A do B jest w tym przypadku

ujemna, poniewaz punkt przylozenia sily przemieszcza sie ku gorze (rys. 6.10).
Prawo zmiennosci energii kinetycznej w przypadku wahadla przybiera forme

S5 ~ 5 = —mgl (1 — cosp) .

Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ predkosé v w dowolnym polozeniu wahadla
— okreslonym katem ¢

v =1/v2 — gl (1 — cosp) .

Na podstawie analizowanego przykladu mozna stwierdzié, ze stosujac prawo
zmiennosci energii kinetycznej punktu materialnego mozna w prosty sposob
wyznaczy¢ predkosé punktu w zaleznosci od polezenia (okreslonego wspélrzed-
ng ). o

Ogodlnie rzecz ujmujac, prawo zmiennosci energii kinetycznej umozliwia wy-
znaczenie predkosci punktu materialnego'w dowolnym polozeniu lub wyznacze-
nie polozenia, jesli predkosé jest znana. Istotne jest réwniez to, ze zastosowanie
prawa zmiennoéci energii kinetyeznej prowadzi do réwnan algebraicznych” (a nie
rézniczkowych, jak to ma miejsce przy stosowaniu réwnania dynamiki).

6.6 Rownania'dynamiki punktu materialnego
wyrazone za pomoca pedu i kretu

Zamiast prawa dynamiki o postaci ma = P mozna wykorzystywaé réw-
nowazne mu réwnania, ale sformulowane w nieco inny sposéb = na przyktad
réwnania dynamiki wyrazone za pomocg pedu i kretu®.

7Jest tak w przypadku, gdy catkowita praca sity daje sie przedstawié¢ za pomoca funkcj,
a nie w postaci calki.

8W mechanice analitycznej uzywane sa jeszcze inne metody opisu dynamiki uktadéw me-
chanicznych (np. réwnania Lagrange’a, Hamiltona, zasada Gaussa itd.).
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6.6.1 Ped punktu materialnego

—

Ped punktu materialnego (Q) jest réwny iloczynowi masy (m) i wektora
predkosei (V) punktu materialnego

—

Q=mv. (6.39)

Przy wyznaczaniu pedu w gre wchodzi bezwzgledna predko$é¢ punktu mate-
rialnego V (to jest predkosé okreslona wzgledem inercjalnego ukladu odniesie-
nia).

Rysunek 6.11: Wektor pedu punktu materialnego

6.6.2 Kret punktu materialnego
Kret wzgledem nieruchomego bieguna

Kret punktu materialnego wzgledem, bieguna® O (oznaczony jako KO) jest
réwny momentowi pedu punktu materialnego (Q = m v) wzgledem bieguna O.
(Kret wzgledem punktu O oznaczamy symbolem K, .)

Ko=FxQ=rxmv. (6.40)

Kret wzgledem dowolnego punktu

Kret punktusmaterialnego wzgledem dowolnego bieguna B (poruszajacego sie
lub nieruchomego) jest zdefiniowany w analogiczny sposéb jak-/kret wzgledem
nieruchomego bieguna, to znaczy jest réwny momentowi pedu punktu material-
nego (Q = m V) wzgledem punktu B

—

Kp = Foa X Q =Ton xmV . (6.41)

90kreslenie biegun jest uzywane jako synonim,stowa, punkt. Oznacza punkt przestrzeni
(punkt geometryczny).
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Rysunek 6.12: Wektor kretu punktu materialnego

Rysunek 6.13: Wektor kretu punktu materialnego wzgledem dowolnego punktu

Kret punktu materialnego wzgledem bieguna O mozna przedstawi¢ za pomo-
ca kretu wzgledem punktu Bi— po wprowadzeniu wektoréw rop i s, (rys. 6.13)

F = Fop + Toa (6.42)
wowcezas
Ko =55 X mV = (Fop + Faa) X MV = Tos X MV + Toaxmv . (6.43)

W ten sposéb otrzymuje sie zaleznos¢ pomiedzy wektorami kretu punktu mate-
rialnego, wyznaczonego wzgledem bieguna O i wzgledem bieguna B

Ko =Ky +Fop xm¥V |. (6.44)
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6.6.3 Twierdzenia o pochodnej pedu i pochodnej kretu

Pochodna pedu, przy zalozeniu, ze masa punktu nie ulega zmianie (m =
const), mozna przedstawi¢ jako
dQ  d(mv) v .

T g Mgy =ma. (6.45)

Drugie prawo Newtona (ma = f’) wyrazone poprzez pochodng pedu punktu
materialnego

aQ 4
— =P 6.46
o (6.46)
jest nazywane prawem zmiennosci pedu punktu materialnego (lub twierdzeniem
o pochodnej pedu punktu materialnego).

Pochodna wzgledem czasu wektora kretu (K, = I x mV) wyznaczonego
wzgledem bieguna O jest réwna

dK, d(f xmv) dF dv
= =—XxXmvV+rxm—=_ 6.47
dt dt dt * i (6.47)
Jesli biegun O jest nieruchomy, to pochodna wektora wodzacego T okresla pred-
kosé punktu A (fl—; = V). Zatem dla nieruchomego bieguna O otrzymuje sie
Ko .~ . dQ . 'dQ . <
=V X X — =FX=—=7rxP 6.48
7 V X mvV 4T T O =T , ( )
gdzie wykorzystano zaleznosci v %= 0 oraz % = P. Poniewaz iloczyn

¥ x P oznacza moment sily wzgledentpunktu O (M), to

dK, -
- M, . 4
T o (6.49)

Zalezno$é (6.49) nosi nazwe prawa zmiennosci kretu punktu materialnego. (lub
twierdzenia o pochodnej kretu punktu materialnego wzgledem nieruchomego bie-
guna). Mozna ja traktowaé jako inna postaé drugiego prawa Newtona!

Roéwnanie dynamiki punktu materialnego (ma = 13) mozna przedstawié¢ na
dwa spoesoby

daQ - dK,
= _ P b
dt T

=M, . (6.50)

Q oznacza wektor pedu punktu materialnego, K, jest wektorem kretu punktu
wzgledem nieruchomego bieguna O, natomiast P jest suma sit zewnetrznych
czynnych i biernych dziatajacych na punkt materialny, a 1\7[O jest suma momen-
tow tych sil wzgledem nieruchomego bieguna, O.
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PRZYKLAD 6.6.2
Korzystajac z prawa zmiennosci pedu i prawa zmiennosci kretu, okreslié
rownania opisujace ruch wahadla matematycznego o dlugosci | i masie m.

ROZWIAZANIE
@)

Rysunek 6.14: Wahadlo matematyczne — ped i pochodna pedu punktu mate-
rialnego

1) Wykorzystanie prawa zmienno$ci pedu.
Stosujac prawo zmiennosci pedu i podstawiajac Q = mvV, otrzymuje si¢
rownanie

aQ
dt

!

= mé’:é+§,

ktore jest identyczne z wektorowym rownaniem dynamiki dla wahadla
omawianego na str. 198. (Na tej podstawie otrzymacé mozna réwnania
skalarne, ktére beda takie same jak we wspomnianym przykladzie.)

2) Wykorzystanie.prawa zmiennosci kretu.
Prawo zmiennesci kretu (6.50)
Ko -
dt - O >

wymaga okreslenia wektora kretu i jego pochodnej oraz momentu sil czyn-
nych (é) i sit biernych (reakcji §) wzgledem nieruchomego bieguna. Za
biegun przyjmiemy punkt O ktory jest punktem zawieszenia wahadla
(rys. 6.14). Wektory kretu K, i momentu sil. M, wyznacza sie na pod-
stawie iloczynéw wektorowych:

— —

K,=fxmv, M,=r%(G+S),
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a wynikiem sa wektory prostopadle do plaszczyzny, w ktérej porusza sie
wahadlo — o wartosciach:

Ko=Ilmv, M,=-Glsingp.

(znaki przy wartosciach kretu i momentu przyjete sa zgodnie z regula
prawej dloni). Wektory K, i M, mozna wiec przedstawié jako

KO:Elmv, MO:fﬁGlsinga.
Pochodna wektora kretu jest réwna

Ko -dK, - dv -
i =k i 7klmdt7klma7.

Na podstawie prawa zmiennosci kretu otrzymuje sig
kKlma, = -KkGI sin
Iub — w postaci skalarnej
Ilmar, =—Glsingp.

Ostateczna posta¢ rownania opisujacego ruch-wahadla matematycznego
jest (po podzieleniu przez 1) taka sama jakw przykladzie ze stronicy 200.
Otrzymane wczesniej — na podstawie-rownania dynamiki w postaci prawa
Newtona — réwnania skalarne stanowia uklad dwoéch réwnan i zawieraja
niewiadoma sile oddzialywania-nici (reakcje S). &

6.7 Rozwigzywanie zadan z dynamiki

nieswobodnego punktu materialnego

Sposéb rozwigzywania zadan dotyczacych dynamiki nieswobodnego punktu
materialnego mozna przedstawi¢ w postaci ogdlnego algorytmu.

1)

Uwolnienie od wiezéw i wprowadzenie reakcji.
Rozpatrywany punkt nalezy w dowolnym polozeniu (nie szczegdlnym)
uwolni¢ od wiezéw, a ich dzialanie zastapi¢ odpowiadajacymi im sitami
reakcji.
Wybér metody analizy dynamiki (wybér metody generowania
réwnan dynamiki).
W zaleznoéci od tego, ktore wielko$ci musza byé wyznaczone w rozpa-
trywanym zadaniu mozna dobra¢ odpowiednia do celu metode analizy
uktadu. Do dyspozycji sa oméwione wezesniej metody:

a) drugie prawo dynamiki Newtonas
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b) prawo zmiennosci energii kinetycznej (twierdzenie o zmianie energii),
¢) prawo zmiennosci pedu (twierdzenie o pochodnej pedu),
d) prawo zmiennosci kretu (twierdzenie o pochodnej kretu).

3) Zastosowanie réwnan dynamiki dla rozpatrywanego ukladu —
wybor ukladu wspélrzednych i przedstawienie rownan w postaci
skalarnej.

4) Poréwnanie liczby réwnan i liczby niewiadomych (uzupelnienie
ukladu réwnan).

5) Rozwigzanie ukladu réwnan.

Uwagi:

ad 2a) Drugie prawo dynamiki Newtona prowadzi do réwnan rézniczkowych
drugiego rzedu ze wzgledu na wspélrzedne okredlajace polozenie punktu'C.
Uzycie tej metody pozwala na wyznaczenie sil reakcji wiezéw. Jej wada
jest wieksza liczba niewiadomych (i réwnan) niz w metodzie energetyeznej.

ad 2b) Prawo zmiennosci energii kinetycznej daje w efekcie réwnanie algebra-
iczne, w ktérym wystepuja wspoélrzedne polozenia (albo przebyta.droga)
oraz wartosci predkosci w dwdch polozeniach. Z tego powodu metoda ener-
getyczna jest stosowana zazwycza] w przypadku, gdy poszukiwana jest
predkosé dla okreslonego polozenia punktu lub odwroetnie (wyznaczane
polozenie przy zadanych predkosciach). Jesli poszukiwane sa sily reakcji,
to metoda energetyczna nie pozwala na ich wyznaczenie (poza niektérymi
szczegblnymi przypadkami).

ad 2¢) Prawo zmienno$ci pedu w zastosowaniach praktycznie nie rézni sie od
prawa dynamiki Newtona'!.

ad 2d) Uzycie prawo zmiennosci kretu w wielu przypadkach pozwala na uzy-
skanie réwnan dynamiki w prostszej.formie i w mniejszej liczbie.

ad 4) Jesli liczba niewiadomych jest wicksza od liczby réwnan, to uktad réwnan
nalezy uzupelni¢ o niezbedne zaleznoéci kinematyczne lub zwiazki fizycz-
ne (zaleznosci pomiedzy sitami — jak to ma miejsce w przypadku tarcia
rozwinietego).

ad 5) W zaleznosci od pestaci otrzymanych réwnan (moga to byé¢ réwnania
rézniczkowe, algebraiczne lub algebraiczno-rézniczkowe) nalezy uzy¢ od-
powiedniej metody rozwiazania. W wielu przypadkach wyznaczenie roz-
wiazania w_postaci analitycznej jest niemozliwe w dziedzinie funkeji ele-
mentarnych. Praktycznym sposobem ominigcia wielu trudnosci-z wyzna-
czeniem rozwiazania jest wykorzystanie metod numerycznych odpowied-
niego.oprogramowania komputera.

10Réwnania dynamiki otrzymane na podstawie prawa Newtona sg réwnaniami rézniczko-
wymi pierwszego rzedu ze wzgledu na predkosci albo réwnaniami algebraicznymi — dla prazy-
spieszen.

W oryginalnym sformulowaniu prawo Newtona brzmi: “mutationem motus proportiona-
lem esse, vi motrici impressae et fieri secundum lineam rectam,qua vis illa imprimitur”, co
ttumaczy sie: “zmiana pedu jest proporcjonalna do dzialajacej sily i jest skierowana stycznie
do dzialajacej sily”.
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Schemat blokowy podanego algorytmu jest pokazany na rys. 6.15.

Tlustracja zastosowania podanego algorytmu rozwiazywania zadan dotycza-
cych dynamiki nieswobodnego punktu materialnego bedzie pelne rozwigzanie
zadania dotyczacego wahadla matematycznego.

Nieswobodny
punkt materialny

!

Uwolnienie od wiezéw
i wprowadzenie reakcji

l

Zastosowanie réwnan dynamiki
dla rozpatrywanego uktadu
(okreslenie liczby niewiadomych)

1
{ 1 l |
a) .Wykorzystanie b) Wykorzystanie c) Wykorzystanie d) Wykorzystanie
Il prawa Newtona twierdzenia twierdzenia twierdzenia
0 zmianie energii o pochodnej pedu o pochodnej kretu
{ J ) J

|

Poréwnanie liczby réwnan
i liczby niewiadomych
- napisanie dodatkowych
zaleznosci

Rozwigzanie uktadu réwnan
(rézniczkowych lub
algebraiczno-rézniczkowych)

Rysunek 6.15: Algorytm rozwiagzywanie zadan z dynamiki nieswobodnego punk-
tu materialnego
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PRZYKLAD 6.7.3
Punkt materialny o masie m jest polaczony lekka nicia o diugoscil z nieru-
choma podpora i porusza sie pod wplywem sily ciezkosci. Wyznaczy¢ przebieg
zmian sily oddzialywania wiezéw (nici) na punkt materialny.

ROZWIAZANIE
@)

Rysunek 6.16: Wahadlo matematyczne — punkt materialny zawieszony na lekkiej
nici

Sily dzialajace na oswobodzony od wiezéw punkt materialny sa pokazane na
rys. 6.16b.

W celu wyznaczenia sily oddzialywania nici na’ punkt materialny odwotu-
jemy sie do prawa Newtona. Na tej podstawie — uzywajac naturalnego uktadu
wspolrzednych — otrzymuje sie réwnania:

ma, = —Gsing , “may =S5 —Gcosy
a po zastagpieniu symboli a,, a, odpowiednimi wielkosciami:
dv v?
m%:~Gsingp, mT:Schosga.

Poniewaz dwa réwnania dynamiki wahadla zawieraja cztery zmienne: v, S,
©, t konieczne jest uzupelnienie ukladu o dodatkowe rownania. Wykorzystujac
uzywane w kinematyce zaleznosci:

dv ; dw dy
Gr = — =¢€ £=— w=—
Tt ’ dt’ dt’
otrzymuje sie uklad trzech réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu:
w . %)
mlazfmgsmga, E:w,
do\ 2
ml (d—(f) =S —mg.cosy
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o niewiadomych ¢(t), w(t), S(t).
Wyniki rozwiazania numerycznego — dla zadanych wartosci liczbowych pa-

rametréw (I oraz g) i zadanych warunkéw poczatkowych v(t = 0) — zostaly
przedstawione na rys. 6.17 i rys. 6.18.

@ [rad] | | /N

al N\ /1N

/
al [\ \/

N
0 1 2 3 4 t[s]

Rysunek 6.17: Wahadlo matematyczne — wyniki rozwiazania numerycznego row-
naf dynamiki (dane: [ = 2 m, g = 9,81 m/s?, ¢(0) = m/1871ad, P(0) = 0,3
rad/s)

¢ [rad]f |~y 7\ [
\\ / \\ —— doktadne
/ \\ | ——- przyblizone
o \ / \
- \ /
\ / \\
\ / \
0 \ v \

0.1 \ / \

\ / k 74
\ /
-0.2 A\ N\

20 21 22 23 24 t[s]

Rysunek 6.18: Wahadlo'matematyczne — poréwnanie wynikéw rozwiazania nu-
merycznego réwuan doktadnych i przyblizonych (dane: [ =2 m, g = 9, 81\m/s?,
©(0) = 7/18 rad, ©(0) = 0, 3 rad/s)

Uwaga: Czesto rozwiazuje sie réwnanie rézniczkowe opisujace w sposéb
przyblizony ruch wahadla matematycznego. Rownanie tol otrzymuje sie przez
zastapienie funkcji sin ¢ przez przyblizona jej wartosc sing = ¢. Zamiast row-

nania m[? CLI;Tf = —mglsiny uzywa sie réwnania
d%p
mi> =L = —mglp-
di2 guey
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(Wielkosé m 1? wystepujaca w tym wzorze jest nazywana momentem bezwlad-
nosci punktu materialnego wzgledem bieguna O, lezacego w odleglosci | od
punktu. Oznacza sie ja jako Jo.)

W takim przypadku rozwiazanie przyjmuje prosta forme, na przyklad dla
©(0) = 0 rozwiazaniem jest funkcja

ga(t)C’sin\/%t. &

6.8 Masowe momenty bezwladnosci
punktu materialnego

Masowy moment bezwladno$ci punktu materialnego wzgledem bieguna/O.jest

réwny iloczynowi masy punktu materialnego (m) i kwadratu odlegtosci punktu
materialnego od bieguna O (rys. 6.19), to znaczy

Jo=md*=m(x® +y* + 7). (6.51)
ZA
eZ

m

d &y
O ex z

y
X

rd v

Rysunek 6.19: Oznaczeniacodleglosci (d, ez, ey, e;) wykorzystywane przy defi-
niowaniu masowych momentéw bezwladnosci

Masowy moment ‘bezwladnosci punktu materialnego wzgledem plaszczyzny
jest réwny iloczynowi masy punktu materialnego (m) i kwadratus odleglosci
punktu materialnego od tej plaszczyzny:

J(afy) = mZQ ’ J(yZ) = m$2 ) J(za:) = mfle . (652)

Masowy moment bezwladno$ci punktu materialnego wzgledem osi jest réwny ilo-
czynowi masy punktu materialnego (m) i kwadratu odleglosci punktu material-
nego od tej osi:

Je=me2 =m(y? + 27, (6.53)
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=m (2 +2?), (6.54)
J.=me2=m(z*+9?). (6.55)
Z podanych definicji (6.51), (6.52) i (6.55) wynikaja zaleznosci pomiedzy mo-

mentem bezwladnosci Jo wzgledem punktu (bieguna O), momentami wzgledem
plaszczyzn Jizyy, Jiy2), J(z0) 1 momentami wzgledem osi Jy, Jy, J.:

1
Jo = Jiay) + Jy2) + Jemy = 5 (o + Ty + ) =m (2* +y*+2°) . (6.56)

Masowym momentem dewiacyjnym punktu materialnego (albo momentem
odsrodkowym lub momentem zboczenia) w prostokatnym uktadzie wspolrzednych
ryz nazgywa sie iloczyn trzech wielkosci: masy punktu i dwu wspdlrzednych,
okreslajacych potozenie punktu wzgledem uktadu zyz.

Dla kazdego punktu okreslone sg trzy momenty dewiacyjne Jyy, Jyz, Jos:

Jey=mzy, Jo=myz , Ja.=mzx. (6.57)

Jednostka masowych momentéow bezwladnosci i masowych momentow de-
wiacyjnych jest 1 kgm?.
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Rozdziat 7

DYNAMIKA UKLADU
PUNKTOW
MATERIALNYCH

7.1 Podstawowe pojecia i oznaczenia

Rozpatrzymy uklad n punktéw materialnych ¢ masach m; (rys. 7.1). Przy-
pomnimy, ze pomiedzy punktami uktadu materialnego zachodza wzajemne od-
dziatywania. (Punkt, na ktéry nie oddzialuje zaden z pozostalych punktéw ma-
terialnych nie nalezy do ukladu.)

z n < A] A}
m;
* ms
- /i
o/ :
T '
/’ !
y |
/ |
A A, '.
15! '
0 ) L,
\Nn\ ‘\\ y
Se 1
4™

Rysunek 7.1: Uklad punktéw materialnych

Polozenia, predkosci i przyspieszenia punktéw materialnych wzgledem iner-
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cjalnego ukladu odniesienia Oxyz oznaczaja wektory r;, V; i a;, przy czym:

A& - av. .
vi:%za, &= l=v. (7.1)

Srodkiem masy ukladu punktéw materialnych nazywa sie punkt, ktérego

polozenie jest okreslone jako

= (7.2)

Y

e

=l
I

m
mi
1

K2

n
> m; oznacza mase catego ukladu. Wspolrzedne $rodka masy —

gdzie m =
i=1
w prostokatnym uktadzie wspolrzednych — wynosza odpowiednio:

n n

ms x,; m; T,
domiwg ) mi
i=1 i=1

xC = n - I
> ms "
n n
domiyp Y may;
Yo = l},ﬂ: ==, (i =lpm,n), (7.3)
m;
At n
m; z; m; z
domizp Y miz
Zc — i=1 — i=1
> ms -
i=1
Z definicji $rodka masy (7.2) wynika wazna w dynamice zaleznosé
(7.4)

n
mrs =Y, m;t;
i=1

Dla kazdego punktu materialnego nalezacego do uktadu mozna.stosowaé

prawo dynamiki.w postaci wektorowej
mié’i:Pi y (i: 1,...,n), (7.5)
albo w formie skalarnej — na przyklad w postaci rzutéw na esie ukltadu wspél-

rzednych prostokatnych xyz:

7n4i :?I%m,
miyj =Py, (i=1.510), (7.6)
7n42 ::}%27
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przy czym 1_5Z = fPix +5Piy + Epiz oznacza wektor wypadkowy wszystkich sit
dziatajacych na punkt .

Przy omawianiu warunkéw réwnowagi uktadu punktéw materialnych (punkt
4.4) zastaly wyrdznione sily wewnetrzne i zewnetrzne dzialajace na taki uktad.
Suma wszystkich sil wewnetrznych V_VZ dzialajacych na uklad punktéw mate-
rialnych jest réwna zero

zn:wi =0, (7.7)

i=1

przy czym

n
Wi=Wii+Wio+... + Wy, =Y Wy, (7.8)

Jj=1

gdzie Wz‘j oznacza sile oddzialywania punktu ¢ na punkt j, przy czym V_Vij =
—W;i (W;; = 0).

Tak, jak przyjeto wezesniej, bedziemy rozrézniac:

— sily zewnetrzne czynne (1'_“'1),

— sily zewnetrzne bierne, zwane reakcjami — wynikajace z oddzialywan wie-

zow (R;).

Wielkosci I':i, ﬁl oznaczaja wektory wypadkowe wszystkich sit zewnetrznych
dziatajacych na punkt .

Zatem w kazdym uktadzie punktéw materialnyeh bedziemy mieli do czynie-
nia z uktadem sit, ktéry — w sposdb ogdlny - zostal przedstawiony na rys. 7.2.
W szcezegdlnych przypadkach niektére z tych sit moga by¢ rowne zero.

X

Rysunck 7.2: Sily zewnetrzne (F;, R;) i wewnetrzne (W) dzialajace na uklad
punktéw materialnych
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7.2 Swobodny uklad punktéw materialnych

Rozpatrujemy uklad n swobodnych punktow materialnych o masach m;,
obciazonych silami zewnetrznymi F i sitami wewnetrznymi W (rys. 7.3). Po

X

Rysunek 7.3: Sily zewnetrzne (F;) i wewnetrzne (W) dzialajacé na swobodny
uktad punktéw materialnych

wprowadzeniu do réwnan Newtona sit zewnetrznych Fz i sit wewnetrznych V_VZ
zalezno$é opisujaca ruch wszystkich punktéow/materialnych ukltadu nieswobod-
nego mozna przedstawi¢ w formie
5i:1<:i+\7\7i, (i:l,...,n), (79)

gdzie:

m; — masa punktu 7,

a; — przyspieszenie punktu i,

F,; — wypadkowa sil aktywnych dzialajacych na punkt 7,

W wypadkowa sit wewnetrznych dziatajacych na punkt .

7.3 Nieswobodny uktad punktéw materialnych

Rozpatrujemy uktad n nieswobodnych punktéw materialnych o masach m;
(rys. 7.4).

Po wprowadzeniu do réwnan Newtona sil aktywnych (czynnych, zadanych)
f‘i oraz sil reakcji wigzéw ﬁz i sil wewnetrznych Wz zalezno$¢ opisujaca ruch
kazdego z punktéw materialnych uktadu nieswobodnego mozna przedstawié
w formie

m¢5¢=Fi+ﬁ¢+W¢, (i.=1,...,n), (7.10)
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gdzie:
m; — masa punktu 7,
a; — przyspieszenie punktu ¢,
f‘i — wypadkowa sit aktywnych dzialajacych na punkt ¢,

—

R, — wypadkowa sil reakcji dziatajacych na punkt 4,

-

W, — wypadkowa sit wewnetrznych dzialajacych na punkt 7.

Rysunek 7.4: Sily dzialajace na poszczegélne punkty.nieswobodnego ukladu
materialnego (a) oraz sily zewnetrzne (P; = F; ¥ R;) dzialajace na uktad (b).
Oznaczenia: F; — sily zewnetrzne czynne (aktywne)y/R; — sily zewnetrzne bierne

=

(reakeji), W, — sily wewnetrzne)

7.3.1 Roéwnania wiezéw

Analiza ruchu nieswobednego ukladu punktéw materialnych na podstawie
n réwnan ruchu o postaciy(7.10), to znaczy

m1§1 = f‘]Jrﬁ,]JrV_V] ,
........................ (7.11)
mpan = 1':n‘f']-:_i'n“‘v_vn;
jest mozliwa wéwcezas, gdy znane sa wszystkie sity (f‘l, ﬁl i Wz) dzialajace na
poszczegdlne punkty ukltadu.

W wielu przypadkach wiezy nalozone na uklad wymuszaja ruch pewnych
punktéw uktadu po okreslonych torach (lub z okreslonymi predkosciami). W ta-
kich przypadkach oddzialywania wiezéw moga byé-przedstawione w postaci
zwigzkow:
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filx1,y1, <o TnyYns2n) =0, (i=1,..,k), (7.12)

gi(i'layla 7inayna73n) =0, (Z =1, --~7T)7 (713)

zwanych réwnaniami wiezow.

Rézniczkujac réwnania wiezow wzgledem czasu otrzymuje si¢ zaleznosci po-
miedzy przyspieszeniami punktéw. Zaleznosci typu (7.12)! rézniczkuje sie dwu-
krotnie, a réwnania o postaci (7.13)? jednokrotnie. Otrzymane w ten sposéb
dodatkowe réwnania umozliwiaja okreslenie ruchu nieswobodnego uktadu punk-
tow materialnych. Liczba dodatkowych réwnan jest réwna tacznej liczbie réwnan
wiezow (k + ).

PRZYKEAD 7.3.4
Wyznaczy¢ predkosci, z jakimi beda poruszaly sie ciezarki polaczene lekka,
wiotka I nierozciagliwa lina (rys. 7.5a). Lina jest przerzucona przez dwie gladkie
krawedzie. W chwili poczatkowej cigzarki byly nieruchome. Dane:\mq = 2 kg;
mo = 3 kg.

ROZWIAZANIE
Analizowany uklad moze by¢ rozpatrywanyjako uklad punktéw material-
nych. Sily dzialajace na poszczegdlne elementy ukladi sa pokazane na rys. 7.5b.

my

Rysunek 7.5: Rozpatrywany uklad i sily dzialajace na elementy uktadu

'Wiezy ograniczajace polozenie uktadu — opisane réwhaniami o postaci (7.12) — sg nazy-
wane wiezami geometrycznymi.

2Wiezy okreslajace zwiazki pomiedzy predkosciami punktéw uktadu — opisane réwnaniami
typu (7.12) — nosza nazwe wiezy kinematyczne.
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Réwnania dynamiki dla kazdego z punktéw mozna zapisa¢ w formie:
myay =Gy — Sy,
mo o — GQ — SQ .

Zalozenie, ze tarcie pomiedzy ling a krawedziami nie istnieje (i = 0) oraz pomi-
niecie cigzaru liny oznacza, ze sily we wszystkich przekrojach liny sa jednakowe

S1=5=055.

Dodatkowa zaleznosé — pomiedzy przyspieszeniami (aq I as) punktéw — mozna
otrzymacd na podstawie réwnania wiezéw. Stala dlugosé liny (I = const) oznacza,
ze w kazdej chwili pomiedzy wspolrzednymi okreslajacymi polozenia punktéow
(y1 1y2) zachodzi zaleznosé (rys. 7.6)

y+b+cty =1,

w ktorej przez c¢ zostala oznaczona laczna dlugosé odcinkéw liny opasujacych
zaokraglone krawedzie.

Y

Y

p %2
Y

Rysunek 7.6: Wspolrzedne okreslajace polozenie punktéw materialnych

Zaleznosé pomiedzy wspélrzednymi (réwnanie wiezéw geometrycznych) moz-

na zréozniczkowac. Dokonujac dwukrotnego rézniczkowania otrzymuje sie

Py | Pya
SRR

dt dt
Jesli wspélrzedne yy 1 ys okreslaja polozenie kazdego z punktéw (rys. 7.5b), to
ich drugie pochodne sa przyspieszeniami tych punktéw:

Py d*ys

N g

=0.
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Pomiedzy przyspieszeniami, o tak zalozonych zwrotach jak na rys. 7.5b, zachodzi
wiec zwiazek

a1 +ay =0 lub a1 = —as .

Roéwnania opisujace ruch obu punktéow materialnych mozna zatem przedstawié
w formie:

m1(*a2):m19*57

moas =mag— S .
Po rozwiazaniu otrzymuje sie:

g (ma —my) ~ 2gmime
ag = ——— | S=——"—.
my + mo my + ma
Poniewaz przyspieszenia punktéw (a1 = —asg) sa niezalezne od czasu, toswyzna-
czenie predkosci dla takich przyspieszen nie jest klopotliwe. Korzystajac z za-
_ dvy __ dvs

leznosci a1 = g+, az = T mozna przewidywac predkosci w postaci funkcji:

me —m
= Im2 =)
mi 4 ma
o= I mma)
mi + mo
Stale ¢1 ico, wyznaczone na podstawie zadanychpredkosci poczatkowych (v1 (t =
0) =0, va(t = 0) = 0), sa w tym przypadku rowne zero (¢c; = 0, co = 0).
W zwiazku z tym predkosci, z jakimi beda poruszaly sie rozpatrywane punkty
materialne, beda okreslone przez:

g (m2*m1)t

Vg =
mi -+ mg

g S ma) &
mi + mo

7.4 Energia uktadu punktéw materialnych -
zaleznosci ogdlne

Energia kinetyczna pojedynczego punktu materialnego. o tasie m; zostala
wczesnie] okreslona jako E; = %mzvf Sumujac energie kinetyczne poszczegdl-
nych punktéow ukladu, otrzymuje sie energie n punktéw materialnych w postaci
sumy

E =

9

mvt. . (7.14)

Bi=>

n n
=1 =1

N | =
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Okreslona w ten sposéb wielko$é (E) nazywana jest energia kinetyczna ukladu
materialnego (ukladu punktéw materialnych).

s o4 RS
z \ ] N
4 A4 v

Somy ! m;3

— . :‘

/| ;

Ny ?

I3 > |

A A ] N :

1 m \;.f )

0 Sl L,
m!
\\\\ A’_ i

Rysunek 7.7: Predkosci punktéw uktadu materialnego

7.5 Prawo zmiennosci energii kinetyeznej
ukladu punktéw materialnych

Prawo zmiennosci energii kinetycznej punktu materialnego ma postaé (6.35),
to znaczy

dE =d'L . (7.15)

Wobec tego, dla kazdego punktu ukladu materialnego jest spelniona zalezno$é
1 _, = -
d (5 miv?) =F,; - dt; + W, -dt; + R, -dv;, (i=1,..,n),. (7.16)

Sumujac stronami wyrazenia,(7.16) napisane dla wszystkich (n) punktéw ukla-
du, otrzymuje sie — z jednej strony sume energii kinetycznych punktow, a z dru-
giej sume elementarnych/prac sit dziatajacych na punkty

" "o . L )
d <§ Z?nm?) = Z(Fl -dry+ W, - dr; + R; - dr;) . (7.17)

i=1

Roéwnanie (7.17) mozna zapisa¢ w postaci

|dE=d'Lp+dLw+dLg|, (7.18)

przy czym E oznacza energie kinetyczna ukladu materialnego (7.14), a d'Lp,
d' Ly i d' Ly oznaczaja odpowiednio sume eleméntarnych prac sit zewnetrznych
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(czynnych), sit wewnetrznych i sil reakcji:

n n n
dLp=Y F;-diy, dLw=Y W;-df;, dLp=Y R; dj. (7.19)
i=1 i=1 i=1
Zaleznosé (7.18) okresla prawo zmiennosci energii kinetycznej ukladu punk-
téw materialnych, ktére mozna sformutowaé jako:

® Przyrost energii kinetycznej ukladu materialnego jest réwny
sumie elementarnych prac wykonanych przez sily zewnetrzne
czynne, sily wewnetrzne oraz sily reakcji dzialajagce na poszcze-
g6lne punkty materialne uktadu.

7.6 Ped uktadu punktéw materialnych

Ped ukladu punktow materialnych definiuje sie jako sume iloczynéw mas
(m;) 1 wektoréw predkoscei v; wszystkich punktéw materialnychmalezacych do
uktadu. Mozna go zapisaé jako

Q=) miv. (7.20)
Korzystajac z zaleznosci (7.4), to jest
n
mic =Y mpl;. (7.21)
i=1

mozna przedstawié¢ ped ukltadu w formie

n

ay d~ . d .
ZrmvZ Z dt~%z;miriza(mrc) (7.22)

1=1 1=

lub jako

M
Ped ukladu punktéw materialnych — w zaleznosci od predkoéci srodka.masy

ukladu (C) —mozna wiec okreslié¢ jako

=mvec. (7.23)

—

Q=mv. |. (7.24)

® Ped ukladu punktéw materialnych jest réwny iloczynowi masy
calego ukltadu i predkosci srodka masy tego uktadu.

Mozna powiedzie¢, ze ped ukladu punktéw materialnych jest rowny pedowi
punktu materialnego poruszajacego sie z predkeseia srodka masy ukladu i po-
siadajacego mase wszystkich punktéw materialnych.
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7.7 Prawo zmiennosci pedu
ukladu punktéw materialnych

Prawo zmiennosci pedu punktu materialnego ma postaé (6.46), to znaczy

d—Q =P. W przypadku punktu nalezacego do nieswobodnego uktadu material-

nego (P = F + W + R, ;) mozna je przedstawi¢ w postaci
DU _F 4+ W+ R, (i=1,...n). (7.25)

(dla swobodnego ukladu punktéw materialnych ﬁz =0).
Sumujac réwnania (7.25) dla wszystkich (n) punktéw materialnych, otrzy-
muje sie

zn:dmvg iF iwﬁiﬁw (i=1,...n). (7.26)
=1 i=1 i=1 i=1

Lewg strong réwnania (7.26) mozna zapisaé jako

devZ == (vaz>:@~ (7.27)

i=1
Wystepujaca po prawej stronie (7.26) suma sil wewnetrznych jest réwna zeru

(> W; = 0), zatem
i=1

dQ n K n .
- = ;Fﬁ;m. (7.28)

Roéwnanie (7.28) wyraza prawo zmiennosci pedu ukladu punktéw material-
nych:

® Pochodna pedu ukladu punktéw materialnych wzgledem czasu
jest réwna sumie sit zewnetrznych czynnych i reakcji dzialaja-
cych na ten.uktad.

Uzywajac oznaczenia

n n n
=Y P;=> Fi+> R, (7.29)
i=1 i=1 i=1
réwnanie (7.28) mozna zapisa¢ w postaci

aQ

=P . .
o (7.30)
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7.8 Kret ukladu punktéw materialnych

Druga — obok pedu — wazna wielko$cia charakteryzujaca dynamike uktadu
punktéw materialnych jest kret ukltadu wzgledem wybranego punktu (bieguna).
Jako biegun mozna obra¢ dowolny — ruchomy lub nieruchomy punkt. W zagad-
nieniach dynamiki najczesciej wykorzystywany jest kret wzgledem nieruchomego
bieguna (zazwyczaj jest to poczatek nieruchomego uktadu wspoélrzednych Ozyz)
oraz kret wzgledem ruchomego bieguna (w tym przypadku czesto postugujemy
sie punktem C', ktéry jest srodkiem masy uktadu).

Rysunek 7.8: Kret wzgledem dowolnego bieguna (O)

Kret punktu i wzgledem bieguna O(rys../7.8) jest zdefiniowany jako
K_‘Oi = Fi XMy, Vi = Fi X QZ . (7.31)

Kret uktadu punktow materialnych wzgledem bieguna O jest réwny sumie
kretéw — wzgledem bieguna. O — wszystkich n punktéw materialnych, ktore
nalezg do ukladu. Przedstawiaja to zaleznosci

Ko = ZKqu = ([{xQ)= Z(Fi X mi Vi) . (7:32)

Jesli predkesci ¥; we wzorach (7.31) i (7.32) oznaczaja bezwzgledne predko-
$ci punktéw.materialnych, to Ko wyznaczone na ich podstawié nazywane jest
kretem:bezwzglednym.

Kret bezwzgledny ukladu punktow materialnych wzgledem’ srodka masy C' jest
okreslony przez

n n
KC = ZKCi = Z(I_:Ci X my; ‘_;Z) s (733)
i=1

i=1
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przy czym rg,; sa wektorami poprowadzonymi ze srodka masy C' do poszcze-
gélnych punktéw materialnych (rys. 7.9).

Rysunek 7.9: Kret wzgledem $rodka masy (C)

W niektérych przypadkach wygodnie jest postugiwaé sie kretem wzglednym
— wyrazonym poprzez predkosci wzgledne. W ten sposéb przedstawiony be-
dzie wzgledny kret wyznaczony dla srodka masy C. Traktujac predkosé kazdego
z punktéw materialnych jako sume

Vi=vVc+tVic, (7.34)

gdzie Vg jest predkoscia érodka masy, a V;,c predkoscia punktu i wzgledem
$rodka masy, otrzymuje si¢

Ko = Z (Fci x m; (Ve'+ Vi/c)) =
i=1

(mi FC@‘) X Vg + Z(FCZ X my; \71‘/0) . (7.35)
1=1

I

I
—

3

Sume Y"1, (m; Te; ) wystepujaca w pierwszym skladniku po prawej stronie réw-
nania mozna zastapié — na mocy (7.4) — wyrazeniem m vVc. Drugi skladnik'po
prawej stronie’réwnania okresla kret wzgledny ukladu punktéw materialnych
wzgledem Srodka masy i bedzie oznaczony symbolem Kc (w)

n

K_’C(W) = Z(FCZ X my ‘_’:i/C) . (7.36)
i=1
Tym samym zalezno$é (7.35) mozna przedstawi¢ w postaci

Ko = foc x mVc + Keyy) - (7.37)
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Wazny jest jeszcze zwiazek pomiedzy wektorem kretu wzgledem dowolnego
bieguna O i wektorem kretu wzgledem srodka masy C'. Jesli wektor r; (rys. 7.9)
zostanie przedstawiony jako

¥; = foc +Tci , (7.38)

to bezwzgledny kret przy przyjeciu za biegun punktu O mozna zapisac¢ jako

n n

Ko =Y (fi xmi¥) =Y ((Foc +Fei) x mi¥;) (7.39)

i=1 i=1
a po przeksztatceniu
K_'o =Toc X mVc + K_’C . (7.40)

Wykorzystane zostaly przy tym zaleznoéci Y ;| (m; Vi) = m Vg oraz Y, (Foi ¥
m; v;) = Kc. Uzywajac jeszcze oznaczenia pedu Q@ = m Ve zaleznosé (7.39)
mozna przedstawié¢ jako

K_'o = K_’C + Tfoc X Q . (741)

7.9 Prawo zmiennosci kretu
ukladu punktéw materialnych

Prawo zmiennosci kretu punktu materialnego ma postaé¢ (6.47), to zna-

czy, ze dla kazdego punktu (7) nalezacego do uktadu dljtoi: Mo = r; X a;.

W przypadku punktu nalezacego do nieswobodnego uktadu materialnego (f’l =
F;,+ W, + R;) mozna je przedstawi¢ w postaci
dKo;
dt

Sumujac stronami réwnania (7.42) dla wszystkich (n) punktéw, otrzymuje
sie

Zdljtm:ZfinﬁZFiXWﬁzfixﬁi. (7.43)
i=1 i=1 i=1

i=1

Lewa strone réwnania (7.43) mozna zapisaé jako

" dKo; d ~~.~ dsl TdK,
==Y Ko;j=—Ks= . 7.44
o dt dt; CUT T T Tat (7.44)
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Przy rozpatrywaniu prawej strony réwnania (7.43) wazne jest stwierdzenie,
ze suma momentow sit wewnetrznych uktadu materialnego wzgledem dowolnego
bieguna jest réwna zero (por. str. 103).

Sumujac momenty pochodzace od wszystkich sil wewnetrznych V_Vz-j, przy

czym sumowanie to moze odbywacé si¢ parami (Wzy W i), otrzymuje sie

—

Z M, (W,) = Z (Mo (W) + Mo (W) =0 . (7.45)

Wynika stad, ze suma momentéw sit wewnetrznych uktadu materialnego wzgle-
dem dowolnego bieguna jest réwna zero.

Sume momentow sil zewnetrznych czynnych i sit reakeji mozna przedstawic
jako

ZFZ‘ X ]-E:Z = 1\7[ f‘ Z ﬁz = Mgo(ﬁz) . (7.46)
i=1 i=1

Wielkosci Mgo (ﬁz) i Mgo (ﬁz) sa momentami gtéwnymi sit zewnetrznych: czyn-
nych i reakcji wzgledem bieguna O.
Réwnanie (7.43) mozna, po uwzglednieniu (7.45) i (7.46), zapisa¢ w postaci

dK Lo L
dto = Mo (F;) + Mgo(R,) . (7.47)

Przedstawia ono prawo zmiennosci kretu ukltadu punktow materialnych, ktére
mozna sformulowaé nastepujaco:

® Pochodna wzgledem czasu kretu uktadu punktéw materialnych
wzgledem nieruchomego bieguna jest ré6wna sumie momentéw
gléwnych — wzgledem-tego bieguna — sit zewnetrznych czynnych
i reakcji dzialajacych na uktad.

W zapisie skroconym prawo to przedstawia sie w formie

dKo -
— M, . 7.48
dt © (218)

W podobny.sposéb mozna sformutowaé prawo zmiennosci kretu wzgledem
srodka masy ukladu punktéw materialnych. Zgodnie z (7.41)

K_'C = K_’o — foc X Q . (749)
Rézniczkujac (7.49) wzgledem czasu, otrzymuje sie

dKc dKo dFfoc < . dQ
. dt a Qo Feex 4 (7.50)
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Pochodna pedu wystepujaca w tym wzorze mozna zastapi¢ — zgodnie z (7.30) —
wektorem f’, ktory oznacza sume wszystkich sit zewnetrznych (lacznie z reak-
cjami).

Jedli jako biegun O zostanie obrany nieruchomy punkt, to pochodna kretu
wzgledem bieguna O mozna zastapi¢ wektorem M, (7.48). Ponadto, w przy-

padku, gdy punkt O jest nieruchomy pochodna d‘?d% jest réwna bezwzgledne;j
predkosci punktu C' (V) a zatem
dFOC g N — N N —
7 XQ=vVexQ=vVoxmv.=0. (7.51)

Zaleznosé (7.50) przyjmuje w takim przypadku forme

o = o— I_"OC x P . (752)

Dalsze uproszczenie zapisu tego prawa uzyskuje sie po wykorzystaniu.zwiazku
(2.68), to znaczy

Mgc = Mgo — Foc X § . (7.53)

W ten sposéb otrzymuje sie prawo zmiennosci kretu wzgledem $érodka masy
o postaci

dKc

=M, . 54
p < (7.54)

Zaleznosé (7.54) przedstawia prawo emiennosci kretu ukladu punktéw mate-
rialnych wzgledem srodka masy, ktéresmozna sformultowaé nastepujaco:

® Pochodna wzgledem czasu kretu ukladu punktéw materialnych
wzgledem Srodka.masy jest ro6wna sumie momentéw gléwnych
— wzgledem Srodka masy — sil zewnetrznych czynnych i reakcji
dziatajacych na uktad.

W zapisie rozwinietym prawo to mozna przedstawic

dKe - = S -
0t :MgC(Fi)+MgC(Ri)~ (7.55)

7.10 Roéwnania dynamiki
ukladu punktéw materialnych

Do wyprowadzenia rownan opisujacych ruch uktadu punktow materialnych
pod dzialaniem obciazef zewnetrznych (czynuych i biernych) wykorzystane be-
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da zaleznoéci okreslajace zmiane pedu i zmiane kretu uktadu materialnego wzgle-
dem uktadu inercjalnego — to jest:

dQ n R n . dKO . N . N
= = > Fi+)> Ry, — = Meo(Fy) + Mgo(R;) . (7.56)
=1 =1

—

Q oznacza wektor pedu punktéw materialnych, natomiast KO jest wektorem
kretu ukladu punktéw wzgledem nieruchomego bieguna O. Wektory stojace
po prawych stronach réwnan oznaczaja: wektor gléwny (sume) wszystkich sil
— no —
zewnetrznych czynnych (F = Y F;) i wektor gléwny sil reakcji wiezéw (R =
i=1

n —

> R;) oraz moment gléwny (sume) momentdéw wszystkich sit zewnetrznych
i=1

—

czynnych (Mgo(fi)) i moment gléwny sit reakeji wiezéw (Mgo (R,;)) wzgledem
nieruchomego bieguna O.
Réwnania (7.56) moga byé zapisane w zwartej postaci jako:

dQ - = dK .
—t:ZPi:P, ® = M,o, (7.57)

przy czym P oznacza wektor gtéwny wszystkich sitzewnetrznych, a Mgo mo-
ment gtéwny tych sit wzgledem nieruchomego bieguna,O.

Przy wyprowadzaniu rownan ruchu dla ciata sztywnego wykorzystywane jest
prawo zmiennosci kretu wzgledem $rodka masy (polozonego w punkcie C') ukta-
du. Wyraza si¢ ono zaleznoscia

dK¢ - —

i Mo(Fpt Mc(R,) (7.58)
lub, krétko
dK .
dtc = M,c . (7.59)

7.11 <Prawo ruchu srodka masy
ukladu punktéw materialnych

Ped ukladu punktéw materialnych — zgodnie ze wzorem (7.24) — mozna
przedstawi¢ jako

Q=mve.. (7.60)



Podstawiajac (7.60) do (7.56), otrzymuje si¢

dQ  d(mvye) LS.

noo_, noo_, 5
Zastepujac > F; + > R, wektorem gléwnym sil zewnetrznych P, otrzymuje
i=1 i=1

sie

ma. =P . (7.62)

Mozna zatem sformulowaé prawo ruchu srodka masy uktadu punktow mate-
rialnych:

® Srodek masy ukladu punktéw materialnych porusza sie tak, jak
punkt materialny o masie ré6wnej masie wszystkich punktéw ma-
terialnych, do ktérego przylozone sg wszystkie sity'zewnetrzne
dziatajagce na uktad.

Réwnanie (7.62) w zapisie skalarnym ma postaé:

Mac,=Pe =Y Fig+ Y R,
=1 =1
n n

mac, =P, =Y Fyst Y. Ry, (7.63)
=1 i=1

mac, = P. = ¥ Fi,+ > Ry,
=1 =1

Kk sk >k ok ok sk ok ok sk ok okok ok skook sk sk skook kol skok sk skosk skok skl skok skok skok sk sk skoskokoskok ok skosk skok skl skok skok skokoskokoskokoskoskokoskokoskokokoskokoskokkok
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Rozdziat 8

DYNAMIKA CIALA
SZTYWNEGO

Cialo sztywne mozna traktowaé jako szczegdlny przypadek ukladu punktow
materialnych. Jego szczegdlnoséé polega na tym, ze podzial ciala na nieskoniczenie
male elementy, ktore moga by¢ traktowane jako punkty materialne jest umow-
ny (albo myslowy — czyli dokonany w mysli). Druga. charakterystyczna cecha
takiego uktadu jest niezmienna odlegto$¢ pomiedzy peszczegdlnymi punktami
ciala sztywnego. Dzieki takiemu sposobowi podejSeia prawa i zaleznosci, ktore
zostaly wyprowadzone dla uktadu punktéw materialnych moga by¢ stosowane
dla ciala sztywnego. Réznice, jakie pojawiaja sig'w zapisie praw mechaniki dla
uktadu punktéw materialnych i dla ciala sztywnego wynikaja z przejécia od
uktadu dyskretnego (zlozonego z punktéw) do ukladu ciagtego (jakim jest cia-
o). W miejsce sum wystepujacych w zaleznosciach opisujacych uktad punktéw
dla ciala pojawiaja sie calki.

Analiza ruchu ciala sztywnego moze by¢ dokonana na podstawie praw zmien-
nosci pedu i kretu lub prawa zmiennoéci energii kinetycznej'. Réwnania ruchu
ciala sztywnego beda tu'wyprowadzone na podstawie praw zmienno$ci pedu
i kretu. Zanim jednak wyznaczony zostanie ped i kret ciata sztywnego zajmie-
my sie okresleniem-energii kinetycznej ciala.

8.1 Energia kinetyczna ciala sztywnego —
zaleznosci ogdlne

Energia kinetyczna pojedynczego punktu materialnego o masie m; zostata
wczesniej okreslona jako E; = %mivz a energia kinetyczna ukladu n punktow

79

nne metody analizy dynamiki ciala sa omawiane w ramach przedmiotu mechanika ana-
lityczna.
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materialnych w postaci sumy energii poszczegdlnych punktdw

E:Zn:Ei:%Zn:miv?. (8.1)
i=1 =1

Traktujac cialo sztywne jako uklad nieskonczenie wielu (n — oo) punktow
materialnych, o masach m; i predkosciach v; (ktérych wartosci sa réwne v;),
mozna wyrazi¢ energie ciala sztywnego jako

E= Z 3Mav; - (8.2)
i=1

Wyznaczajac granice do jakiej dazy energia (E) tak rozumianego ukltadu n — oo
punktéw materialnych, przy zalozeniu, ze masa kazdego z punktéw dazy do zera
(m; — 0), otrzymuje sie

o 2t [ 2
E = WEIEO ;_1 SMivi = 3 /v dm , (8.3)
- 0

przy czym [ jest symbolem calkowania dokonanego po ealym obszarze rozpa-

trywanego (‘:/iala sztywnego.

Dla ciala sztywnego zbudowanego z niejednorodnego materiatu o gestosci p,
mase¢ elementu o objetosci dV mozna przedstawic¢ jako dm = pdV, natomiast
mase ciala wyznacza si¢ na drodze catkowania

m:/dm:/pdVE///pd:cdydz. (8.4)
% % %

(W przypadku materialu jednorodnego — o jednakowej gestosci p — masa ciala
jest réwna m = p V).
Podstawiajac dm = pdV = pdxzdydz do réwnania (8.3), otrzymuje sie

1
E:%/pUQdV:§///pv2dmdydz. (8.5)
v 14

Predko$é.nieskonczenie malego elementu o objetosci dV (masie.dm 1 wymia-
rach dzsdy, dz), nalezacego do ciala sztywnego, wyznacza sie tak, jak predkos$é
punktu ciata sztywnego. Zgodnie z tym, co zostalo przedstawione w punkcie
5.3.2, predko$é¢ dowolnego punktu (A) wyznacza sie natpodstawie zaleznosci
(5.90), to znaczy

Vi = Vo + @ X Fas | (3.6)

przy czym & oznacza wektor chwilowej predko$ci-katowej ciata. Wektor & ma
kierunek osi chwilowego obrotu (1) zaznaczonej na rys. 8.1.
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X

Rysunek 8.1: Predko$é obranego bieguna (B) oraz dowolnie wybranego punktu
ciata sztywnego

W dalszym ciagu opisu, dla oznaczenia predkosci elementarnego wycinka cia-
ta bedzie uzyty wektor v (bez zadnego indeksu), a dla oznaczenia jego polozenia
wzgledem obranego bieguna wektor ¥, tak jak na rys. 8.1.

Korzystajac ze wzoru (8.6) napiszemy

— =

V=vVp+WXT, (8.7)

natomiast kwadrat predkoéci (v?) tego elementu mozna wyznaczy¢é na podstawie
iloczynu skalarnego (v = v - V) jako

v = (Vg + @ X ) (Vait & X T) . (8.8)

Energie kinetyczng ciala sztywnego mozna przedstawi¢ w formie

1

Eza/p({r‘B_FdjxF)-({f'B—i-LD'XI_")dV:El'FEQ'FEsv (8.9)

v
gdzie:
1 S 1. Ly
E| = 5 pPVg - Vg dV = EVB - Vg pdV = §m’UB s (810)
v 1%
1 . 5 i -
v v

Ve Uy (%%
=mvp (W@ XTpe) =M | Wy Wy “Ws |, (8.11)

Tper Teey The:
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Rysunek 8.2: Predkosé (V) elementu (dV') oraz polozenie i predkosé srodka masy
(C) ciala sztywnego

1 1
E3:§/p(d}XI"’)-(J}xf’)dea/p(wrsiné)QdV:
v v
= %uﬂ/p(r sind)?dV = %wQ/thdV:%J,BwQ. (8.12)
1% %

Przy przeksztalceniu wzoru (8.11) zostala wykorzystana zaleznosé [ prdV =
v
mTye, ktéra byta wyprowadzona wezesniej\(to znaczy, przy okreslaniu polozenia

srodka masy ciala) w postaci
[pEdVy [ pradV
v v

Be = = . Nl
feo [ pdv m (8.13)
v

—

Punkt oznaczony symbolem C' na rys. 8.2 jest srodkiem masy ciala, a jego poto-
zenie wzgledem biegunajest okreslone za pomoca wektora ryc. Do wyznaczenia
iloczynéw wektorow vy, &, e, wystepujacych we wzorze (8.11), zostaly uzyte
zaleznodci, ktére zawieraja rzuty tych wektorow na osie prostokatnego ukla-
du wspdéirzednych zyz. Alternatywnie mozna by wykorzystaé¢ do. tych obliczen
uktad £€n¢ ivwspolrzedne wektoréw w uktadzie £nc.

Katd we wzorze (8.12) oznacza kat pomiedzy kierunkami“wektoréw & i v
(rys. 8.2), a h jest odleglodcia rozpatrywanego punktu cialaod prostej I, prze-
chodzacej przez punkt B i réwnoleglej do prostej I (ktorajest osia chwilowego
obrotu). Symbol J,; oznacza masowy moment bezwladnosci ciala wzgledem pro-
stej 1.

Wielkoéci nazywane masowymi momentami bezwladnosci (oraz masowe mo-
menty dewiacyjne) ciala sa omdéwione w nastepnym rozdziale.
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8.2 Masowe momenty bezwladnosci
i masowe momenty dewiacyjne

8.2.1 Masowe momenty bezwladnosci i masowe momenty
dewiacyjne ciala sztywnego

Masowe momenty bezwladno$ci ciala definiuje sie wzgledem dowolnych osi,
plaszczyzn czy punktow. Podane tu definicje beda odnosic sie do uktadu wspot-
rzednych zyz (rys. 8.3). W analogiczny sposéb definiuje sic momenty bezwlad-
nosci oraz momenty dewiacyjne w ukladzie wspélrzednych x'y'2’ czy &nc.

Masowe momenty bezwladnosci ciala sztywnego i jego masowe momenty
dewiacyjne sg zdefiniowane jako sumy — odpowiednich momentéw — obejmujace
wszystkie punkty ciala sztywnego. Wyznacza si¢ je jako granice do jakiej dazy
suma odpowiednich momentéw bezwladnosci (momentéw dewiacyjnych) uktadu
n punktéw materialnych (n — oo), przy zalozeniu, ze masa kazdego z punktéw
dazy do zera (m; — 0). Tak okres$lona granica oznacza catke wyznaczona dla
catego obszaru rozpatrywanego ciata sztywnego.

Masowy moment bezwladnosci ciala sztywnego wzgledem biegunaiO jest réw-
ny sumie iloczynéw mas (m;) wszystkich punktéw materialnych nalezacych do
ciala i kwadratow odlegtosci tych punktéow od bieguna O, to znaczy

o)
Jo = 1im()2mi d? = /dem = ///p(ac2 +yld ) drdydz . (8.14)
Lol % %

Masowy moment bezwladnosci ciala sztywnego wzgledem plaszczyzny jest
réwny sumie iloczynéw mas (m;) wszystkich punktéw materialnych nalezacych
do ciala i kwadratéw odlegtosci tych punktow od tej plaszczyzny, to znaczy

_ [ 2
= WBIEOZmLz / dm = ///pz dx dy dz | (8.15)

Jiyd) = /x2dm = ///px2 dx dy dz , (8.16)
v v

Jew) = /demz ///prdxdydz.
v v

Masowy moment bezwladnosci ciala sztywnego wzgledem 0si'jest rowny su-
mie iloczynéw mas (m;) wszystkich punktéw materialnych nalezacych do ciala
i kwadratéw odleglosci tych punktéw od osi

Jo = lim Zml u—/y + 2% dm = /// oy + 2%)dvdydz, (8.17)
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podobnie:

Jy = /(Jc2 + 2% dm = ///p(x2 + 23 dxdydz , (8.18)
v

\%4

J, = /(m2 +y?) dm = ///p(x2 +y?) dx dy dz . (8.19)

Z definicji (8.14), (8.15) i (8.17) wynikaja zaleznosci pomiedzy momentem bez-
wladnosci Jo wzgledem punktu (bieguna O), momentami wzgledem plaszczyzn
Jay)s Jyz)s J(ze) 1 momentami wzgledem osi Jy, Jy,, J. dla ciala sztywnego,
ktoére sa analogiczne do podanych dla punktu materialnego

Jo = Jzy) + J(yz) + J(Zz) = (J +Jy+J. ) = (8.20)

/// 2?2+ 2 dedydz .

Wazna zaleznoscia wykorzystywana przy obliczaniu momentéw bezwladno-
$ci jest zwiazek pomiedzy momentami bezwladnosci wzgledem dwéch punktéw.
Wyprowadzimy najpierw zalezno$¢ pomiedzy momentami bezwladnosci ciata
wzgledem punktu O i B (rys. 8.3).

dv

Rysunek 8.3: Oznaczenia wykorzystywane przy definiowaniu masowych momen-
tow bezwladnosciwzgledem punktéw O i B

Moment bezwladnosci ciala wzgledem bieguna O — zgodnie z.definicja okre-
Slona wzorem?(8.14) — mozna przedstawié jako

Joz/dem:/rfdmz/prde:/pﬂ-f’AdV. (8.21)

v v v v
Przedstawiajac wektor ¥y w postaci sumy wektoréw 1’y i ¥ (Fy = 'y +7), a kwa-
drat dlugosci wektora Ty za pomocyg iloczynu skalarnego f T, T, jako

ri =T, Ty={s+7) s +7) =F Ts + 27, - F+7 -7 (8.22)
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otrzymuje sie

Jo:/p(f’B~FB+2f’B~F+F-F)dV: (8.23)
14

=I_"B-f"]3/pdV—l—me"B-(/deV)+/pf-de.
v v v

Wykorzystujac zalezno$¢ (8.13) oraz uwzgledniajac definicje momentu bezwlad-
nosci ciala wzgledem punktu B (Jp = [ pF-FdV), mozna stwierdzié, ze
v

Jo=m7v¥s Ty +2m7ry - Tue +JB . (8.24)

Zaleznos$é (8.24) przyjmuje prostsza postaé, jesli za biegun — w miejsce punktu
B — zostanie obrany $rodek masy ciala C' (B — C). Wowczas s — Fe, g — 0,
natomiast

Joszc-fc-i-JC:JCerTg. (8.25)

W podobny sposéb wyprowadza si¢ wzér okreslajacy zwiazek pomiedzy mo-
mentami bezwladnosci wzgledem dwu réwnoleglych do siebie osi. Jest on nazy-
wany wzorem Steinera lub Huygensa.

® Moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi mozna wyznaczyé,
dodajac do momentu bezwladnosei, okreslonego wzgledem osi
réwnoleglej i przechodzacej przez. Srodek masy, iloczyn masy
ciata i kwadratu odleglosci.pomiedzy osiami.

z

A

Rysunek 8.4: Wyznaczanie momentéw bezwladnosci wzgledem osi réwnoleglych
: !/
rix

Przyktadowo, dla osi Ox (rys. 8.4) — na postawie podanego twierdzenia —
otrzymuje sie
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Joe = Jow +ma? , (8.26)

gdzie a oznacza odleglo$é¢ pomiedzy réwnoleglymi osiami Oz i Cz’.

Masowym momentem dewiacyjnym (odsrodkowym, zboczenia) ciala nazywa
sie, wyznaczona dla wszystkich punktéw materialnych nalezacych do ciata, sume
iloczynow wielkoéci: mas punktow i ich odlegloéci od dwu ptaszczyzn, to znaczy:

Jpy = lim Zmixiyiz/acydm:///pacydmdydz (8.27)
im0
= v

14

Jyzz/yz dm:///pyz dzdydz (8:28)
v v

sz:/z :cdm:///pz rdrdydz . (8.29)
v

v

oraz

Momenty bezwladnosci i momenty dewiacyjne ciat o nieregularnych ksztal-
tach mozna wyznaczy¢ (na podstawie tych samychregul) przy pomocy kompu-
tera — wykorzystujac do tego celu specjalne oprogramewanie. Procedury stuzace
do wyznaczania momentéw bezwladnosci sa zawarte w systemach wspomaga-
jacych projektowanie (systemy CAD, CAE), badZ wspomagajacych obliczenia
(np. systemy analizy konstrukeji wykorzystujace metode elementu skonczonego,
programy do analizy dynamiki ukladéw mechanicznych). Sposréd wielu istnie-
jacych programéw mozna wymienié kilka, znanych i wykorzystywanych u nas
systemdw, takich jak AutoCad, Solid Edge, ANSYS, Working Model.

Mozliwe jest tez doswiadczalne okreélenie masowych momentéw bezwladno-
$ci dla gotowych elementéw maszyn i urzadzen. Polega ono zwykle na pomiarze
okresu wahan badanego. ciata, a nastepnie na posrednim obliczeniu momentu
bezwladnosci wzgledem osi wahan.

Jednostka masowych momentéw bezwladnosci i masowych momentow de-
wiacyjnych jest-kgm?.

8.2.2 . ~Masowy moment bezwladnosci ciala wzgledem pro-
stej o dowolnym kierunku

Symbol J,; uzyty we wzorze (8.12) oznacza masowy.moment bezwladnosci
ciala wzgledem prostej 5.

Jip = /ph2 av = /p(r sind)?dV . (8.30)
% %
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Rysunek 8.5: Polozenie osi 'y’ 2’ 1 katy «, 8 1+ okreslajace orientacje prostej I

Prawa strone wzoru (8.30) mozna przeksztalcié w taki sposéb, by masowy
moment bezwladnosci ciala wzgledem dowolnej prostej (Ip) wyrazié poprzez
momenty bezwladnosci wzgledem osi uktadu wspétrzednych i ‘cosinuséw kie-
runkowych prostej [p. W tym celu wyrazenie (r sind)? zostanie przedstawione
w postaci iloczynéw skalarnych wektoréw ¥ i 1° (rys. 8.5) w formie

(rsind)? =1 —r?cos?d =F-F — (F.1°)?, (8.31)

przy czym wektor I° o wspolrzednych (cos apcos @, cosy) oznacza wektor jed-
nostkowy o kierunku prostej I5. Dalsze przeksztalcenie (8.31)

F-F—(F-1°)% = (2 +y? + 2%)— (2lcosa + 3 cos f + 2’ cosv)?  (8.32)

i wykorzystanie tozsamosci cos? a + cos? 3 + cos? v = 1 do podstawienia:

2% = 2"%(¢os? a + cos? B + cos? ) |

y'? = y"?(c6s%a + cos? B + cos? ) | (8.33)
2% = 2" (cos? a + cos? 3 + cos? v)

prowadzi do zaleznoéeci
F-T = (F-19)2 = 22 cos? B + 22 cos v + y'% cos? a + 42 cos? y4
+2% cos? a + 22 cos® B — 22’y cos o cos B+ (8.34)
—2x'2' cos acosy — 23’2z’ cos Beosy

ktora po podstawieniu do (8.30) i wykorzystaniu oznaczen:

Sy :f(y/2+zl2)dma Jy’ :f(l'/2+2/2)dm, s *f 1’ +y

v v (8.35)
Jory = [&y dm , Ty = [y dmy, o = fz’x’ dm ,
v v v
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prowadzi do réwnania

Jy = Jpr cos® o + Jyr cos® B+ Jy cos® v —
—2J g1y cOs acos f — 2Jyr.r cos Bcosy — 2,1, cOsacosy . (8.36)

Okresla ono masowy moment bezwladnosci ciala wzgledem prostej [ 5 za pomoca
innych wielkosci niz wzér (8.30). WielkoSci oznaczone symbolami Jgr, Jyr, J.r
sa momentami bezwladnosci ciala wzgledem osi 2/, v’ i 2/, ktére sg réwnolegle
do osi xyz i przechodza przez biegun (B). WielkoSci, ktére zostaly oznaczone
jako Jyryr, Jyrzr, J.g 53 masowymi momentami dewiacyjnymi ciata wzgledem
osi 2'y’2". Katy «, 8 i sa katami pomiedzy osiami z'y’z’ a prosta [p (rys. 8.5).

Podane nizej definicje momentéw bezwladnosci wzgledem plaszczyzny, pro-
stej (osi) i punktu oraz zaleznodci pomiedzy tymi wielko$ciami pozwalaja na wy-
znaczenie momentéw bezwladnodci dla cial o elementarnych ksztaltach (nprpro-
stopadloécian, walec, kula)?. Pozwalaja tez na okreslenie masowych momentéw
bezwladnoéci i momentéw dewiacyjnych dla cial o bardziej skomplikowanych,
ale regularnych ksztaltach — poprzez podzial na ciala elementarne i sumowanie
momentow bezwladnosci elementarnych ciat.

8.2.3 Masowe momenty bezwladnosci i masowe momenty
dewiacyjne wybranych ciatl sztywnych

Dla zilustrowania sposobu wyznaczania masowych momentéow bezwladnosci
ciala sztywnego przedstawione zostaly obliczenia wybranych bryl: prostopadto-
Scianu (o wymiarach a, b, h) i walca (o wymiarach R, h).

AZ

o[~

N

Rysunek 8.6: Prostopadloscian — wyznaczanie momentu bezwladnosci wzgledem
plaszczyzny xy

Moment bezwtadnosci prostopadloscianu wzgledem. plaszczyzny xy mozna
wyznaczy¢ na podstawie zaleznodci (8.15). Przyjmujac, ze.gestosé materialu jest

2Nalezy zwrécié uwage, ze wielkosci analogiczne do masowych momentéw bezwladnodci s,
wykorzystywane przy obliczaniu wytrzymalosci elementéw keonstrukcji. Réznica polega jedy-
nie na tym, ze w wytrzymatosci materialow uzywa, sie momentéw bezwladnosci powierzchni,
a w analizie dynamiki ciata — momentéw bezwladnosci masy.
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rowna p w kazdym punkcie ciala, jego mase mozna zapisaé¢ jako m = pabh. Po
stwierdzeniu, ze momenty bezwladnosci wzgledem plaszczyzny xy, dla wszyst-
kich punktéw lezacych w plaszczyznie réwnoleglej do plaszczyzny zy, sa jedna-
kowe, wystarczy okredli¢ warto$¢ momentu bezwladnosci (d.J(,,)) dla elemen-
tarnej warstwy o masie dm = pabdz (rys. 8.6)

dJ(py) = 22dm = 2 pabdz (8.37)
a nastepnie scatkowa¢ w granicach od 0 do h
h h
22 h?
Jiay) = /ZQdm = /zQpabdz =pab /z2 dz = pab?|0 =m. (8.38)
v 0 0
a) b)

rdy

dr.

Rysunek 8.7: Walec — wyznaczanie momentu bezwiadnosci wzgledem osi z

Moment bezwladno$ci walca wzgledem osi z mozna wyznaczy¢ w sposéb
zilustrowany na rys. 8.7. Dzielac walec na elementy pokazane na rys. 8.7a o po-
wierzchni przekroju dF = rdpdr, objetosci dV = hdF = hrdydr i masie
réwnej dm = pdF h = phrdydr, mozna okresli¢c momenty bezwladnosci ta-
kich elementow jako

dJ, =dmg?® = phrdedrr® = phr3drdp . (8.39)
Moment bezwladnosci calego walca jest granica, do jakiej dazy suma momen-

tow bezwladnodci takich’elementarnych wycinkéw, przy zalozeniu, ze wymiary
elementow (dr i dp) daza do zera

27 R 27 T4 R4
J. = //phr3 drdp = ph/ (1|§> dp = QthT [ (8.40)
00 0
Podstawiajac m = pm R? h, otrzymuje sie
R2
J, = m - (8.41)
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Rysunek 8.8: Masowe momenty bezwtadno$ci bryl wzgledem osi przechodzacych

przez srodek masy
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8.3 Energia kinetyczna ciala sztywnego —
przypadki szczegdblne

Wzory (8.9)—(8.12) pozwalaja na wyznaczenie energii kinetycznej ciala sztyw-
nego na podstawie wartosci: predkosci dowolnego punktu ciala (bieguna B),
predkosci katowej ciala (w) oraz wektora okreslajacego polozenie srodka masy
(rsc). Ponadto wymagana jest znajomosé wartodci masy ciala i masowego mo-
mentu bezwladnosci ciala (J;) wzgledem prostej Ip (rys. 8.2), przechodzace]
przez biegun (B) i réwnoleglej do osi chwilowego obrotu (I). Zalezno$é okresla-
jaca energie ciala w takim przypadku mozna przedstawi¢ w postaci

1 Upe Upy Vp. 1
E = §mv§ +m | wy wy w, |+ §J,Bw2 . (8.42)

Tsex TBey The:

Na podstawie tej ogdlnej zaleznosci mozna okresli¢ energie kinetyezna ciata
w szczegblnych przypadkach ruchu ciata.

Dla ciala poruszajacego si¢ ruchem postepowym (w = 0, vy = v = v)
otrzymuje sie

1
E= 3m v? (8.43)

gdzie v oznacza predko$é dowolnego punktu ciata:

Dla ciala poruszajacego sie ruchem obrotowym ~ jesli jako biegun zostanie
obrany punkt lezacy na nieruchomej osi obrotu (i) ciala, to v; = 0 — otrzymuje
sie

E= %J,WQ . (8.44)

gdzie J, oznacza masowy moment bezwladnosci ciala wzgledem nieruchomej osi
obrotu (1).

Analogiczna, do podanej 'wzorem (8.44), zalezno$¢ moze byé¢ wykorzystana
przy okreslaniu energii ciala poruszajacego sie dowolnym ruchem, w przypadku,
gdy znane jest polezenie osi chwilowego obrotu (i moment bezwladnosci, wokél
tej osi) oraz wiadomo, ze predko$é punktu lezacego na osi chwilowego,obrotu
jest rowna zeru. Przyjmujac za biegun punkt lezacy na osi chwilowego obrotu
i wiedzaé€, ze v; = 0 otrzymuje sie?

1
E= §me2 : (8.45)

3Punkty lezace na osi chwilowego obrotu nie zawsze majg predko$é réwna zeru. W ruchu
Srubowym predkosci punktéw zwigzanych z poruszajacym-«si¢ ciatem i lezacych na osi chwilo-
wego obrotu maja predkosc rézna od zera. Kierunek wektora predkosci tych punktéw pokrywa
si¢ z kierunkiem osi chwilowego obrotu.

249



przy czym J,; oznacza masowy moment bezwladnosci ciala wzgledem osi chwi-
lowego obrotu (Ip).

Warto zwrdcié uwage na mozliwosé wykorzystania zaleznosci (8.45) dla ciala
poruszajacego sie ruchem plaskim. W sytuacji, gdy znane jest polozenie srodka
chwilowego obrotu ciala (takiego punktu S, zwiazanego z cialem poruszajacym
sie ruchem ptaskim, ktérego predkosé jest w danej chwili réwna zeru, to jest
vs = 0), obierajac jako biegun srodek chwilowego obrotu, otrzymuje sie

E= %Jlst , (8.46)
przy czym J,3 oznacza masowy moment bezwladnosci ciata wzgledem osi chwi-
lowego obrotu (1) (przechodzacej przez srodek chwilowego obrotu (S5)).

Na podstawie ogdlnej zaleznosci (8.42) mozna tez podaé wyrazenies kto6-
re umozliwia okreslenie energii kinetycznej ciala w prostszy sposéb. Przyjecie
srodka masy (C) jako bieguna oznacza, ze 15 = 0 oraz v; = v.. Zatem ze'wzoru
(8.42) otrzymuje si¢

1 1
E= Emv(% + EchwQ , (8.47)

gdzie J,; oznacza masowy moment bezwladnodci ciala wzgledem prostej l¢,
przechodzacej przez $rodek masy (C) i réwnoleglej deosi chwilowego obrotu
).

Zaleznosé (8.47) jest matematycznym sformulowaniem (zapisem) twierdzenia
Koeniga.

® Energia kinetyczna ciala sztywnego (o ruchu ogdlnym) jest row-
na sumie energii kinetycznej-ciala w ruchu postepowym z pred-
koScig $rodka masy i energii wynikajacej z ruchu obrotowego
wokoét osi (I¢) przechodzacej przez Srodek masy — réwnoleglej
do osi chwilowego_obrotu ciala.

8.4 Praca sil dzialajacych na cialo sztywne

Prace sity«dzialajacej na cialo sztywne wyznacza sie na podstawie definicji
pracy sily (6:15)valbo réwnowaznemu jej wyrazeniu (6.17), to jest jako

dL=P.df =P -vdt, (8.48)
gdzie V oznacza predkosé punktu (rys. 8.9), do ktéregd jest przylozona sita’.

W przypadku ciala sztywnego wygodnie jest uzalezni¢ prace sil dzialajacych
na ciato od predkoéci obranego bieguna vy i predkosci katowej ciata &. W tym

4Zwracamy jeszcze raz uwage na to, ze punkt, przylozenia sity do ciala sztywnego jest
pojeciem umownym — moze nim by¢é dowolny punkt lezacy na prostej dziatania sity.
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celu wykorzystujemy zalezno$é¢ v.= vz + & X T, ktdéra pozwala zapisaé (8.48)
jako

dL=P. (Vs +& xF)dt. (8.49)

a)

—

Rysunek 8.9: Sila (P) dzialajaca na cialo sztywne (a) oraz odpowiadajace jej
obcigzenie (P i Mg) po redukcji do punktu B (b)

Przed wykonaniem dalszych przeksztalcen wyrazenia na elementarna prace
sity dokonamy kilku pomocniczych operacji. Wyrazenie

Vdt = (Vg + & X IF)dt (8.50)

zapiszemy jako
Vdt = Ve dt + & dt XF=dr, +dp x T, (8.51)
przy czym d}B oznacza elementarne przemieszczenie bieguna, a d_cza elementarny
obrét ciala. Wektor de jest nazywany wektorem malego obrotu ciala (de jest

katem malego obrotu). Wektor dr, ma kierunek wektora Vi, & d_cza kierunek .
Zatem prace sily. P dzialajacej na cialo sztywne mozna przedstawié¢ jako

dL=P (dry+dp xF) =P -dr, + P - (dp x 1) . (8.52)

Jesli wykorzystamy jeszcze te wlasnoéé iloczynu mieszanego wektoréw®; ktéra
pozwala na‘zmiane kolejnosci wektordéw, to

dL =P dr, +dp- (FxP) (8.53)

5Iloczyn mieszany trzech wektoréw &, b, ¢ nie zmienia wartosci przy cyklicznej zmianie
kolejnosci wektoréw, to znaczy

g-(bx&) =b-(Exa)=¢- (& xb)
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albo
dL =P -dr, +dp M, . (8.54)

Elementarng prace sity P dzialajacej na cialo sztywne mozna wiec przed-
stawié jako

dL =P -dr,+M,- -dp |, (8.55)

gdzie d_'rB jest wektorem elementarnego przemieszczenia bieguna, a M, =FxP
momentem sity wzgledem bieguna B.
W szczegdlnych przypadkach ruchu ciala sztywnego wyrazenie na prace sity

—

P (8.55) przyjmuje forme zalezna od wyboru bieguna:
e w ruchu postepowym (T; =T, d_cza = 0 — cialo nie doznaje obrotu)
dL=P . dr (8.56)
lub d'L = ac, dre, + ag, dre, — jesli ruch odbywa sie w. plaszczyznie zy;
e w ruchu obrotowym (¥; = 0 - biegun lezy na osi obrotu)
d'L =M, dp = Mdp. (8.57)
gdzie M oznacza moment sily wzgledem osi obrotu ciata;

e w ruchu plaskim (fz; — T =.jako biegun przyjmuje si¢ srodek masy
ciala)

d'L =P -dre+M,.-dp (8.58)
lub
d"L = ac,dre, + ac,dre, + Mo dp (8.59)
przy ruchu w plaszczyznie xy;
e w ruchu kulistym (fs = 0 — biegun jest nieruchomym punktem ciala)
dL =M, -dp. (8.60)

Elementarna prace pary sit (13 i 713), 0 momencie 1\71, dziatajacych na ciato
sztywne (rys. 8.10) mozna zapisa¢ w formie

dL =P dry— P (dry+dp x 7). (8.61)
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x/o y

Rysunek 8.10: Para sil o momencie M dzialajacych na ciato sztywne

Po przeksztalceniu otrzymuje sie
dL=P.dr, —P -dr, —P-(dp x ) =dg - (F x (-P)) . (8.62)

Podstawiajac M w miejsce ¥ X (713), otrzymuje si¢ wyrazenie-okreslajace ele-
mentarng prace pary sit o momencie M

dL=M-dp |. (8.63)

Przypomnijmy, ze wektor momentu pary sit (1\71) dzialajacych na cialo sztywne
jest wektorem swobodnym (zwigzanym z tym eialem).

8.5 Prawo zmiennoscitenergii kinetycznej
dla ciala sztywnego

Prawo zmiennosci energii kinetycznej dla uktadu punktéw materialnych ma
postaé (7.18), to znaczy

dE=dLp+dLy+dLg , (8.64)

przy czym FE oznacza energie kinetyczna ukladu materialnego (7.14),a d'Lp,
d' Ly i d'dL g oznaczaja odpowiednio sume elementarnych prac sit_zewnetrznych
(czynnych); sit wewnetrznych i sil reakcji.

W przypadku ciala sztywnego, ktore moze by¢ traktowane jako szczegdlny
przypadek ukladu punktéw materialnych, elementarna praca sil wewnetrznych
jest réwna zero

dLw =Y W, dfj=0. (8.65)

=1
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Dla uzasadnienia tej zaleznoéci rozpatrzymy prace sit wzajemnego oddziatywa-
nia pomiedzy dwoma punktami ciata sztywnego (rys. 8.11).

Rysunek 8.11: Sity wewnetrzne w ciele sztywnym — sily oddzialywania pomiedzy
dwoma punktami ciata sztywnego

Wektory elementarnych przemieszczen punktu ¢ i punktu j przedstawimy jako
dr;=V;dt, drj=v;dt = (¥; & x ;) dt , (8.66)
gdzie wykorzystana zostata zaleznos¢ pomiedzy predkosciami dwoch punktow
ciala sztywnego w postaci V;j = V; + & X r;n Wektor dr; zapiszemy podobnie
jak w zaleznoéci (8.51) w postaci
drj = V;dt + & df.x ¥ = dr; + dg x ;. (8.67)
Suma prac sit V_Vz-j i fV_Vij jest réwna

d/LWij = WZJ . dfi —+ (*WZJ) . dfj = .

= WZ] . df’i — WZ] (dri -+ d(p X FZ]) = *Wij . (d(p X FZ]) .
Zmieniajac-keolejno$¢ wektoréw w iloczynie mieszanym V_VU (d:o X Fij), otrzy-
muje si€

d/LWij = 7d(p . (FZ] X WZ]) =0 s (8.68)
gdyz wektory T; i V_Vij maja ten sam kierunek (f"ij X V_Vij = 6)
Jedli cialo sztywne potraktujemy jako zbiér nieskoniczenie wielu takich par

punktéow materialnych jak rozpatrywane tu puunkty ¢ oraz j, to suma prac sit
wewnetrznych dla wszystkich par punktéw bedzie réwna zero (d' Ly = 0).
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Prawo zmiennodci energii kinetycznej (8.64) dla ciala sztywnego przyjmuje
postaé

dE=dLp+dLg , (8.69)

i mozna sformutowaé jako:

® Przyrost elementarnej energii kinetycznej ciata sztywnego jest
réwny sumie elementarnych prac wykonanych przez sily ze-
wnetrzne czynne oraz sily reakcji dziatajace na ciato.

8.6 Ped ciala sztywnego

Jak wspomniano weczeéniej, rownania dynamiki ciala sztywnego wyznacza
sie zazwyczaj na podstawie prawa zmiennosci pedu i prawa zmiennoscivkretu
ciala. W kolejnych rozdzialach prawa te zostana przedstawione, a nastepnie
przejdziemy do wyprowadzenia réwnan opisujacych ruch ciala sztywnego pod
wplywem sit dzialajacych na ciato.

Cialo moze by¢ rozpatrywane jako graniczny przypadek zbiorupunktow ma-
terialnych (taki przypadek, w ktérym liczba punktéw zmierza.do nieskonczono-
Sci, a warto$é ich masy dazy do zera). Cialo sztywne charakteryzuje sie réwniez
tym, ze odleglosci pomiedzy wszystkimi punktami tego zbioru pozostaja nie-
zmienne.

Ped ciala sztywnego jest réwny sumie iloczyndw,mas (m;) i wektoréw predko-
sci v; wszystkich punktéw materialnych nalezacych'do ciata. Mozna go zapisaé
jako

Q 77Egozmivi/vdm///pvdacdydz. (8.70)
= v v

Podstawiajac do (8.70), w miejsce predkosci, zaleznosé (8.7) (to jest Vv = v +
@ X T) otrzymuje sie

Q:/(v,ﬁaxf)dm:/GBdm+/(axf)dm. (8.71)

1% 14 14

Poniewaz predko$¢ bieguna vy i predkosé katowa ciata & sa wspélne.dla wszyst-
kich punktéw rozpatrywanego ciala, to mozna je wylaczy¢ przed znak catki —
wowcezas

Q:VB/derc?:x /de =mVs 4+ & X M Fac (8.72)
14 1%

gdzie wykorzystane zostaly tozsamosci [ dm =m i+ [ Fdm = mTye.
v v
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Ped ciala sztywnego — w zaleznosci od predkosci (V) dowolnie wybranego
bieguna i predkosci katowej ciala & — mozna przedstawi¢ w formie

Q =m (Vs + @& X Fac) (8.73)

lub, wiedzac, ze predkosé srodka masy ciata (C') mozna okreslié na podstawie
predkosci bieguna (B) jako Vo = Vs + @ X g (rys. 8.12a) zapisaé¢ go w postaci

Q=mve.. (8.74)
a) b)
4
z z ’ n
B
" =
b Vv
P b
3

Rysunek 8.12: Wektory predkosci i polozenia wybranych punktéw ciata sztyw-
nego

Ped ciala sztywnego jest réwny iloczynowi masy ciata i predkosci érodka
masy tego ciala. Mozna powiedzie¢, ze ped ciala jest réwny pedowi punktu
materialnego poruszajacego.sie z predkoscia $rodka masy ciala i posiadajacego
mase calego ciata.

8.7 Kret ciala sztywnego

Druga —ebok pedu — wazna wielkoscia charakteryzujaca dynamike ciata jest
kret ciata wzgledem wybranego punktu. Przy wyprowadzeniu rownan opisuja-
cych dynamike ciala sztywnego podstawowym réwnaniem bedzie prawo zmien-
nosci kretu ciala.

Kret ciala sztywnego wzgledem nieruchomego® punktu O jest réwny sumie
momentéw pedu wzgledem punktu O wszystkich punktéw materialnych, ktore

SW ten sam sposéb definiuje sie kret wzgledem dowolnie poruszajacego sie punktu O.
W mechanice ogélnej praktycznie wykorzystywany jest kret wyznaczony wzgledem nierucho-
mego punktu O.
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naleza do ciala. Przedstawia to zaleznosé

oo

Ko = lim > Fx (m; ;). (8.75)
m;—0 P

8.7.1 Kret ciala sztywnego w ukladzie inercjalnym

Jesli predkosé (V) dowolnego punktu ciata sztywnego jest okreslona wzgle-
dem inercjalnego (nieruchomego) uktadu odniesienia, to kret wzgledem punktu
O przedstawiaja zaleznosci

o0
K, = limO f"ix(mi{f'i):/foﬁ'dm:/pf"AX{f'dV. (8.76)
i 1% 1%
Kret wzgledem bieguna O mozna wyrazi¢ w innej formie — je$li wprowadzi sie
wektor T, 0 postaci ¥y, = Ts + T (rys. 8.12b). Wowczas

KO:/(FB+F)dem:/FBx{f'dm—i—/f'x{f'dm. (8.77)
% % %
Calki wystepujace po prawej stronie we wzorze (8.77) mozna przedstawié jako
/fovdmszxmvc, /fxadmzﬁB, (8.78)
% v

przy czym K, oznacza kret wzgledem biegunay B (to jest punktu nalezacego
do ciala i poruszajacego sie razem z cialem). Zatem kret wzgledem bieguna O
mozna wyrazi¢ formie

—

K, =K, + Fg'x mve . (8.79)

Kret wzgledem bieguna O.mozna tez wyznaczy¢ na podstawie predkosci
bieguna B oraz predkosci katowe] ciala. Podstawiajac w (8.75) V = V5 + & X T
oraz I'y = Ty + T (rys. 8.12) otrzymuje sie

K, = /(FB +7T) % (Vs + & x F)dm (8:80)
v

co — pamietajac, ze wektory Ty, Vg, @ sa jednakowe w obrebie calego ciata
i moga by¢ wyniesione przed znak calki — mozna przedstawié jako

KO:FBXGB/dm+FBx(u7x(/de))—i—(/f'dm)XGB—i—
v v 14

—|—/ rx (& x F)dm. (8.81)
%
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Wykorzystujac ponownie zwiazki:
/dem7 /desz'Bc, (8.82)
v %

i wprowadzajac oznaczenie KB(W) (dla skladowej kretu ciala wzgledem bieguna
B wynikajacej jedynie z obrotu ciala)

Ko — / Fx (& x F)dm , (8.83)

zalezno$¢ (8.81) zapiszemy jako
Ko = mTy X Vi +m i X (& X Fae) + mTse X Vi + Kig, - (8:84)

Zdefiniowany wzorem (8.83) wektor kretu KB(W) oznacza jedynie te czesé kretu
ciala wzgledem ruchomego bieguna B, ktéra wynika ze zmiany przestrzennej
orientacji ciala (z obrotu ciala).

Wyrazenie (8.84) mozna zapisa¢ w formie

Ko = mTy X (Vo 4+ @ X Foce) + mToe X Vs + Kigy) (8.85)

lub — po wprowadzeniu oznaczenia Vg + & X fpd = V¢ 1 zmianie kolejnosci
sktadnikéw — jako

Ko = Ky, + m Ty X Vo % miThe X Vi . (8.86)

Wprowadzajac ped ciata (Q = mV.) do wzoru (8.86), otrzymuje sie

Ko = Ko 4 o Q4 mTse X Vs . (8.87)

Zalezmo$é (8.87) pozwala na okreslenie kretu wzgledem punktu O na pod-
stawie wektoréw: kretu wzgledem bieguna B, polozenia (¥y) i predkosei (Vi)
bieguna B oraz pedu ¢iata Q i polozenia (Isc) $rodka masy ciala (C).

Przyjecie srodkarmasy (C') jako bieguna oznacza, ze T'ye = 0, V5 = V. oraz
rs = To (rys. 8.13). W takim przypadku kret ciala sztywnego wzgledem. punktu
O jest okredlony zalezno$cia

—

Ko=Kc+7cxQ . (8.88)

8.7.2 Kret ciala sztywnego wzgledem ruchomego
(nieinercjalnego) ukladu odniesienia

Zdefiniowany wzorem (8.83) wektor kretu KB(W> oznacza jedynie te czes$é
kretu ciala wzgledem ruchomego bieguna B, ktéra wynika z obrotu ciala (ze
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zmiany przestrzennej orientacji ciala). Mozna go nazywaé¢ wzglednym kretem,
gdyz wynika on jedynie z ruchu ciata wzgledem bieguna. Jezeli ciato nie doznaje
obrotu (& = 0), to Ky, = 0.

;
a) ’/ 3 b) .
. e -
KS V. z K. v,
. B/ . -
Ko MG AT: C o g
fB / Vi v fc 1%

Rysunek 8.13: Kret wzgledem punktu O i jego skladowe wyznaczone dla bieguna
B (a) i dla bieguna C' (b)

Przy wyprowadzaniu réwnan ruchu ciala sztywnego przydatna jest zaleznosé
okreslajaca bezwzgledny (calkowity) kret ciala wzgledem ruchomego bieguna
(B) zdefiniowany jako

KB:/fxvdmz/fxﬁdv, (8.89)
1% 1%

gdzie ¥ oznacza promien wektor okreslajgey polozenie elementarnego wycinka
ciala o masie dm, natomiast V jest bezwzgledna (calkowita) predkoscia tego
elementu.

Po podstawieniu vV = vV +.&5 X T do wzoru (8.89) otrzymuje sie zaleznosé
pomiedzy kretem bezwzglednym KB, wyznaczonym dla bieguna B, a kretem
wzglednym KB<W) okreslonym dla tego samego bieguna

—

KB:/prVBdV—f—/pr(Qxf)dV:mFchVB—i—KB(W). (8.0)
1% 1%

Na zakonczenie tego rozdzialu podamy, jak okresla si¢ kret wzgledny ciala
sztywnego (Kpw) = [ F X (& x F)dm) w przypadku, gdy, wektory ¥ i & sa
v

zadane poprzez ich wspélrzedne w ukladzie £n¢. Wystepujacy we wzorze (8.83)
podwdjny iloczyn wektorowy mozna przedstawi¢ w postaci wyznacznika



£ i’ ¢’
=/ ¢ 0 ¢ |dm, (8.91)
v (wpC—wen)  (we€ —we)  (wen — wyé)

w ktérym EO, 7°, E ’ oznaczaja wektory jednostkowe osi én¢ zwiazanych z ciatem,
(&, m, ¢) sa wspélrzednymi wektora ¥, a (wg, wy, w¢) oznaczaja wspolrzedne
wektora &.

Obliczona na podstawie (8.91) wielko$¢é mozna przedstawi¢ symbolicznie jako

Ko =& Kpe+171" Kpy + ¢ Kpc - (8.92)

Symbole Kp¢, Ky, Kp¢ sa wspolrzednymi wektora KB(W) w ukladzie £n¢ zwia-
zanym z poruszajacym si¢ cialem. Wspoélrzedne te sa rowne:

Kpe = Jpewe — Jpenwy — Jpecwe (8.93)
Kpy = Jpnwy — JBncwe — JBnewe (8.94)
KB< = JB€W€ — Jngwg — JBQan . (8.95)

W podanych wzorach Jp¢, Jpy, Jp¢ sa masowymi‘momentami bezwladnoéci
wzgledem osi {n¢ — o poczatku w punkcie B, aJpey, Jpec 1 Jpy¢ masowymi
momentami dewiacyjnymi ciala wzgledem tych.samych osi, to jest:

JB§ _ /(772 4 C2)dm, JB"] = /(52 + C2)dm, JB( = /(52 + 772)dma (896)

14 v 14

Tnen = [ endm, Jme s fuCdm, o= [gam.  som)
1% 1%

14

8.8 Roéwnania dynamiki ciata sztywnego

Réwnania opisujace dynamike sa wyprowadzone przy zalozeniu, ze cialo
sztywne mozna traktowaé jako szczegélny przypadek ukladu punktéw mate-
rialnych, w-ktorym liczba punktéw dazy do nieskoficzonodci (n —+o0), a masa
kazdego punktu dazy do zera (m; — 0).

Do wyprowadzenia réwnan opisujacych ruch ciala pod dziataniem obcigzen
zewnetrznych (czynnych i biernych) wykorzystane beda zalezmosci okreslajace
zmiane pedu (7.30) i zmiane kretu (7.48) ukladu punktéw materialnych wzgle-
dem uktadu inercjalnego, to jest:

d

—

_, dK,
=P
t ’ dt

Ol

= Mg~ (8.98)

U
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Q oznacza wektor pedu uktadu punktéw materialnych, ktory dla ciala sztywne-
go wyznaczy¢ mozna na podstawie zaleznosei (8.73) lub (8.74), natomiast K,
jest wektorem kretu wzgledem nieruchomego punktu O, ktory dla ciala moze
by¢ okreslony zgodnie ze wzorami (8.79), (8.87) lub (8.88). Wektory stojace po
prawych stronach réwnan oznaczaja: P - wektor gléwny (sume) wszystkich sil
zewnetrznych czynnych i reakcji wiezéw; 1\71O — moment gléwny (sume) momen-
tow wszystkich sit zewnetrznych czynnych i reakcji wiezow dziatajacych na ciato
wzgledem nieruchomego bieguna O.

Podstawiajac do wzoréw (8.98) ped i kret opisany za pomoca zaleznosci
(8.73) i (8.87), otrzymuje sie najbardziej ogélne réwnania dynamiki ciala sztyw-
nego. Wynika to z przyjecia za biegun dowolnego punktu (B) zwiazanego z po-
ruszajacym sie cialem.

Uzycie $rodka masy (punktu C') jako bieguna i zaleznosci (8.74) oraz (8.88)
do okreslenia pedu i kretu we wzorach (8.98) prowadzi do réwnan zwanych réw-
naniami Newtona-Eulera. Rownania Newtona-Eulera charakteryzuja sie prost-
sza budowa i z tego wzgledu sa szeroko stosowane w zagadnieniach’dynamiki
ciata sztywnego.

8.8.1 Roéwnania dynamiki ciata sztywnego
w postaci ogoélnej

Réwnaniami dynamiki ciata sztywnego w postaei ogdlnej nazywa sie takie
réwnania, ktére umozliwiaja analize dowolnego ruchu ciala pod dzialaniem do-
wolnych sil i pozwalaja na wyznaczenie sil oddzialywania wiezéw na cialo (sit
reakcji).

Réwnania dynamiki ciata sztywnego w postaci ogélnej sa wykorzystywane
do analizy ruchu cial poruszajacych sie ruchem ogdélnym. Moga to by¢ ciala
swobodne (np. obiekty latajace) lub eciala nieswobodne.

Na podstawie tych réwnan tatwo otrzymac réwnania dynamiki ciata sztywne-
go w szczegdlnych przypadkachruchu, to jest w ruchu postepowym, obrotowym,
ptaskim, itd.

Podstawiajac do wzordwy (8.98) ped i kret opisany za pomoca zaleznosci
(8.73) i (8.87), otrzymije sie

d, . 5

7 (m (Vo + & x Fac)) =P, (8.99)
d (= L & " . v
= (KBM FEy X Q + mFae X vB) = M, . (8.100)

Po zrézniczkowaniu lewej strony — w przypadku pierwszego z rownan, otrzymuje
sie

av de dr’ -
m( VB+—wXFBc+&X_rBC):P; (8101)



co mozna zapisaé jako
m (&8s + & X Foo + & X (@ X Tao)) =P . (8.102)
W réwnaniu (8.101) zostaly wykorzystane nastepujace oznaczenia i zwiazki:

dvy de

=a — =7 8.103
7 (8.103)
oraz
dr d. ., . . . - - =
dlzc :E(rc—rB):vc—vB, Vo=V +@& X Iy . (8.104)
Rézniczkowanie lewej strony réwnania (8.100) prowadzi do
dKpy  dfs < - dQ dFsc L AV
d—j()er—:xQJrerd—?er d]ZCXVBerrBde—:: o-(8.105)
Korzystajac z zaleznodci:
Aty aQ 5 dr S
d—::vB, d—?:P, dlzczwxch, (8.106)
oraz
Ve X Q = Vs X m Vo, (8.107)
m (& X Fpe) X Vg = m (Ve — V) X V= —Vg X m V¢ (8.108)
i podstawiajac
M, =M, + 74 xP , (8.109)
dochodzi si¢ do wzoru o postaci
dK .
d];(W) + mec X E_iB = MB . (8110)
Roéwnania wektorowe:
m (B4 + & X Toc + @ X (@ X Foo)) =P . (8.111)
dK 5., L.
—d];( ) +mTye X dp = My, (8112)

sa réwnaniami dynamiki ciata sztywnego w postaci ogélnej”.

"Taka forma réwnan dynamiki ciala sztywnego jest przyjeta w pracy’[3]. W podreczniku
[15] podawana jest inna, réwnowazna tej, posta¢ réwnan:

méc =P, (8.113)

dKp
dt

+mVp X Vo =Mg . (8.114)
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Wielkosci wektorowe wystepujace w tych wzorach mozna przedstawié¢ w nie-
ruchomym uktadzie wspotrzednych zyz lub w ukladzie ruchomym &n¢, zwiaza-
nym z poruszajacym sie cialem, o poczatku pokrywajacym sie z biegunem B
(rys. 8.14).

Rysunek 8.14: Wektory wystepujace w réwnaniach dynamiki‘ciala’sztywnego

Pochodna wektora KB(W) wzgledem czasu w przypadku, gdy jest on okreslony
w ukladzie ruchomym &n(, wyznacza sie z zaleznosci

dKp. _ dKpw
dt dt

w ktérej pierwszy sktadnik prawej strony‘eznacza pochodna lokalng wektora (al-
bo wzgledna) i przedstawia zmiane wektora KB<W) wzgledem ruchomego ukladu
odniesienia, natomiast drugi sktadnik opisuje zmiane tego wektora wynikajaca
z obrotu uktadu &n(.

Podane zaleznosci (8.111)1/8:112) pozwalaja na sformulowanie réwnan dla
szczegOlnych przypadkéw ruchu ciala.

+& XKy - (8.115)

8.8.2 Roéwnania Newtona-Eulera

Jak wspomniane, réwnaniami Newtona-Eulera sg nazywane takie.rownania
dynamiki ciala, ktére w opisie ruchu bazuja na srodku masy ciata oraz uktadzie
osi £n¢ o-poczatku w srodku masy ciata. Podstawiajac we wzorach (8.98) ped
i kret opisany za pomoca zaleznosci (8.74) i (8.88), to znaczy

Q=mve, Ko=Kc+7:xQ,

otrzymuje sie

—(mve)=P, (8.116)



d = = -

(K47 x Q) =M, . (8.117)
Lewa strone réwnania (8.116) najczesciej zapisuje sie — wobec stalej masy ciala —
w postaci m a.. Pochodna lewej strony réwnania (8.117) mozna przedstawi¢ jako
%1 + Ve X QJrFC X %, a prawg strone zastapi¢ wyrazeniem M, = M +F.xP.
Wowecezas otrzymuje sie

dK - aQ - _
dtc-l—x?ch—f—chd—?:Mc-i—chP, (8.118)
a po wykorzystaniu zwiazkow Q = m V. oraz % = P réwnanie (8.118) przy-
biera forme
dK L .
dtc-i—x?cxmx?c—i—f'cxP:Mc—i—f‘cxP. (8.119)

Drugi sktadnik po lewej stronie rownania jest wektorem zerowym, & trzeci sktad-
nik jest identyczny jak ostatni sktadnik po prawej stronie. Ostatecznie otrzymuje
sie
Ko
=M. . 8.120
dt &} ( )
Prawa zmiennosci pedu i zmiennosci kretu — wyznaczonego wzgledem srodka
masy — dla ciala sztywnego mozna przedstawic¢. w.postaci:

ma. =P, (8.121)
dKe -

= M, . 122
5 o (8.122)

Réwnania Newtona-Eulera® w postaci skalarnej przedstawia si¢ symbolicznie
w formie:

mdc, = Py, mac, =Py, mac=PFP;, (8.124)

dK¢ dK. dK.
= M, = M, — | = Mg . 12
( y: )g ct ( = ) cn s ( = >< c¢ -0 (8.125)
n

8Przy analizie dynamiki ciala poruszajacego sie ruchem kulistym ‘czesto wykorzystywane
sa réwnania

dK dK dK
(%e) =moc. (%) =moy, (%e) =moc. (8129
S n

Sa to réwnania Eulera dla ciala poruszajacego si¢ ruchem Kulistym, przy czym nieruchomym
punktem ciata jest punkt O.
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Nalezy zwroci¢ uwage, ze wektor przyspieszenia srodka masy oraz sily rzutuje
si¢ na osie nieruchomego ukladu wspoétrzednych zyz. Kret wzgledem punktu
C najczescie] wyznacza sie na podstawie jego sktadowych o kierunkach osi ru-
chomego ukladu wspélrzednych C¢én(. Pochodna wektora kretu i momenty sit
wzgledem punktu C' sg rzutowane na osie C'¢n(.

Roéwnania otrzymane na podstawie réwnan (8.125) sa — w ogélnym przypad-
ku — do$¢ skomplikowane. Dla ciata, dla ktorego osie £n¢ sa osiami glownymi
(momenty dewiacyjne dla osi gléwnych sa réwne zero: Jeg, = 0, Jope = 0,
Joce = 0) z réwnan (8.125) otrzymuje si¢ réwnania o postaci:

dw

Jee dtg — (Jcn — ch)wnwg = Mce , (8.126)
dw

Jcnd—tn — (JCC — ch)wgwg = MCn s (8.127)
dw

Joe¢ dtc — (ch — Jcn)w§wn = Mcc . (8.128)

Sa to réwnania, ktére lacznie z zaleznosciami (8.124) umozliwiaja analize dyna-
miki ciala sztywnego poruszajacego sie ruchem ogdélnym w przypadku, gdy osie
&n¢ sa osiami gtéwnymi i centralnymi (o poczatku w $rodkamasy C').

8.8.3 Prawa dynamiki dla ciata sztywnego

Podsumowaniem przedstawionych rozwazarl dotyczacych opisu dynamiki
ciala sztywnego bedzie sformulowanie praw ruchu-dla ciala sztywnego, nawia-
zujace do praw dynamiki podanych przez Newtona.

Przedstawione wczesniej prawa opisujace ruch ciata sztywnego wykorzystuja
zaleznosci okreslajace zmiane pedu i"zmiane kretu ciala sztywnego wzgledem
uktadu inercjalnego. Na podstawie tych/zaleznosci mozna opisaé¢ zaréwno ruch
cial o stalej masie, jak i cial o zmiennej masie®.

Korzystajac z réwnan Newtona-Eulera o postaci:

ma. =P, (8.129)
dKe -

=M 8130

dt < ( )

9Dla cial o zmiefinej masie (masa ciala jest zalezna od czasu m = m(t)) pray wyznaczaniu
pochodnej pedu ciala otrzymuje sie
dQ  d(mvc) dm .
—_— = = —vVvct+tmac.
dt dt at ¢ N

Zatem ruch srodka masy dla ciala o zmiennej masie jest opisany réwnaniem

dm _
— V ac=P.
7 vc +mac
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mozna okresli¢, w sposéb ogdlny, zachowanie si¢ ciala sztywnego o stalej masie
w zaleznosci od dziatajacych na nie sit.

L.

II.

III.

8.9

Pierwsze prawo dynamiki dla ciata sztywnego

® (Cialo sztywne, na ktdre nie dziala Zadna sila lub dzialajg sity, ktérych
wektor glowny jest wektorem zerowym ( P=0 ) oraz moment gldwny
wzgledem $rodka masy ciala jest wektorem zerowym (1\7[C = 6), POZo-
staje w spoczynku lub porusza sie w taki sposob, zZe ped ciala i jego kret
wzgledem srodka masy nie ulegajg zmianie.

Oznacza to, ze srodek masy ciala jest nieruchomy lub porusza sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym, a zmiana orientacji ciala w przestrzeni (ob-
r6t ciata) moze zachodzié¢ tylko w taki sposéb, by kret ciala wzgledem
$rodka masy byt staly.

Drugie prawo dynamiki dla ciata sztywnego

® Przyspieszenie $rodka masy ciala sztywnego jest proporcjonalne do wek-
tora glownego (13) sit dzialajgcych na cialo, a zmeana orientacji ciala
w przestrzeni (obrdt ciala) zalezy od wektorasmomentu wzgledem Srodka
masy (1\7Ic) sil dzialajgcych na cialo.

Prawo to przedstawiaja wzory (8.129) 1/(8:130).

Trzecie prawo dynamiki dla ciala_sztywnego

® 7 kazdym dzialaniem ciata sztywnego na drugie ciafo zwigzane jest
oddzialywanie tego drugiego ciala. Sily wzajemnego oddzialywania po-
miedzy cialami majg jednakowy kierunek i jednakowe wartosci, a zwroty
tych sil sq przeciwmne,

Dynamika ciala sztywnego —
szczegolne przypadki ruchu

Rozpatrzymy kilka szczegélnych przypadkéw ruchu ciata sztywnego i okre-
$limy posta¢ réownan dynamiki ciala dla tych przypadkow «Szezegdlne przypadki
ruchu byly scharakteryzowane (str. 171) na podstawie kierunkéw i wartosci wek-
toréw predkoscii przyspieszenia (Vg, 8) wybranego bieguna (B) oraz predkosci
katowej i przyspieszenia katowego ciala (&, ). Przypomnijmy, ze cialo porusza

sie:

ruchem postepowym — jesli & = 04& = 0;
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e ruchem obrotowym — dla vy = 0ia, =0 oraz &° = const (wektor &
nie zmienia kierunku);

e ruchem plaskim — przy & L v, &° = const (wektor & nie zmienia
kierunku);

e ruchem kulistym — dla v, =0 (i &, = 0);

e ruchem $rubowym — jedli & || Vi .

Uwzgledniajac powyzsze warunki w réwnaniach dynamiki ciala w postaci
ogélnej (8.111) i (8.112), to znaczy:

m (&g + € X Fac + @ X (& X Fe)) =P, (8.131)
dK oy -
% + M Tpe X 85 = My, (8.132)

otrzymuje sie réwnania ruchu dla szczegdlnych przypadkow ruchu ciata sztyw-
nego.

8.9.1 Roéwnania dynamiki ciata sztywnego
o ruchu postepowym

W przypadku ciata poruszajacego si¢ ruchem postepowym wszystkie punkty
ciala poruszaja si¢ z jednakowymi predkosciami i prgyspieszeniami (8 = ac =
a). Predko$¢ i przyspieszenie katowe ciala o ruchu postepowym sa réwne zeru
(B = 0,=0 ), a co za tym idzie i kret wzgledny jest réwny zeru (KB(W) = 6)

Najprostsza forme réwnan uzyskuje sie, prayjmujac za biegun punkt C' (B —
C, dz — ag, T'pe — Toc = 6) Po podstawieniu takich wielkosci do (8.131)
i (8.132) otrzymuje sie réwnania, ktére'opisuja ruch postepowy ciala sztywnego
obciazonego sitami zewnetrznymi czynnymi i reakcjami wiezéw, ktérych wektor
glowny jest réwny f’, a moment wzgledem srodka masy M. Maja one postac:

mas=P, 0=DM,. (8.133)

Pierwsze rownanie pozwala na wyznaczenie przyspieszenia Srodka masy ciala
(a tym samym kazdego punktu ciala), natomiast drugie réwnanie naklada wa~
runek, jaki muszg spelniaé sily dziatajace na cialo.

Przy rozwiazywaniu zadan korzysta sie z odpowiadajacych tym réwnaniom
zaleznodci skalarnych:

Mmae, =Py, mae, =Py, mae=PFP;, (8.134)
Mece=0, Mcey=0, Mcg=0. (8.135)

Osie &n¢ o poczatku w biegunie, ktérym jest w tym, przypadku srodek masy
(C), poruszaja sie razem z cialem ruchem postepowym, a wiec stale pozostaja
réwnolegle do swojego polozenia poczatkowego:
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W przypadku, gdy ruch postepowy jest ograniczony (w wyniku dzialania
wiezéw) do jednej plaszczyzny, np. zy, a takze dzialajace sily leza w tej plasz-
czyznie, wykorzystuje si¢ jedynie trzy rownania:

mac, =Py, mac, =Py, Mcc=0, (8.136)

a pozostale trzy réwnania uktadu (8.134) — (8.135) sa tozsamosciowo réwne zero.

PRZYKLAD 8.9.5
Pret potaczony przegubowo z suwakiem i opierajacy si¢ o pozioma powierzch-
nie jest przesuwany w plaszczyznie pionowej (rys. 8.15). Ruch preta jest wymu-
szony dziataniem sity P. Wyznaczy¢ przyspieszenie dowolnego punktu preta dla
zadanych wartosci: P = 100 N; my = 0,5 kg; ma =2 kg; 11 = 0,7 m; I = 0,6
m; g1 = 0,1; p2 = 0,3; a =60°.

ROZWIAZANIE
a)

Rysunek 8.15: Ruch postepowy cial (w jednej plaszczyZnie)

Pret bedzie przesuwal sig/jednym koiicem po poziomej powierzchni jedynie
w przypadku, gdy spelniony bedzie warunek No > 0.

Po uwolnieniu kazdego z cial od wiezow i zastapieniu dzialania wiezow od-
powiednimi reakcjami (rys. 8.15b i ¢) nalezy wykorzystaé¢ réwnania opostaci
(8.136).

1) Dla preta (po podstawieniu Go = mag) réwnania przyjmuja forme:

mo g, = =15 + RAxv
maQe, = Ny *m29+RAya
— N5y cosoz—i—RAylgcosa — Ry, losina —Tylysina =0,

przy czym — jesli koniec preta styka sie stale z podlozem — przyspieszenie
jego srodka masy w kierunku pionowym.jest réwne zero

ac, =0

268



2) Dla suwaka (po podstawieniu G1 = m1g) réwnania sa nastepujace:

mlan:.PfRAszl,
mlaAy:lemlngAya
0=0,

a ze wzgledu na wiezy natozone na suwak
a,, =0.
3) Zaleznos¢é pomiedzy przyspieszeniami cial
A = Qg -
4) Dodatkowe zaleznosci pomiedzy silami reakcji wynikajace z praw tareia:

Ty = p1Ny, To=psNo,

przy czym wartosci sit Ty, N1, T, No musza by¢ dodatnie.

W ten sposéb powstal uklad 10 réwnan o dziesieciu niewiadomych (formalnie
réwnani jest 10, ale do wyznaczenia jest osiem niewiadomych: .., Gc., R4,
RAy, T1, N1, Ta, Na, gdyz a,, = ag, = 0). Po podstawieniu zadanych wartosci
i rozwiazaniu réwnan otrzymano wyniki'®:

a1, = 39.8497 m/s?, ao, = 39.8497 m/s>,  Rjw= 76.5843 N, R,, = 30.0036 N,
Ty = 3.49086 N, T, = —3.11507 Ni N; = 34.9086 N, N, = —10.3836 N.

Dla otrzymanego rozwiazania warunek Ny > 0 (i Ty > 0) nie jest spelniony.
Ruch preta nie jest ruchem post¢gpowym. Dolny koniec preta unosi sie podczas
ruchu — zatem pret porusza sie ruchem plaskim.

Zmniejszajac wartosé sily P, mozna doprowadzi¢ do spelnienia warunkow:
Ny > 0, To > 0 i uzyskac ruch postepowy preta. Jesli spelniony jest warunek
P < 44,9 N, to ruch preta jest ruchem postepowym. Na przyklad wyniki
rozwigzania dla P = 40 N sa nastepujace:

an, = 14.9446 m /s, ac, = 14.9446 m/s*, R,, = 30.1682 N, R, = 18.6902 N,

T) =2.35952 N, T5=0.278933 N, N; =23.5952 N, Ny =0.929777 N.

10Rozwigzanie réwnan uzyskano, korzystajac z systemu Mathematica.
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8.9.2 Roéwnania dynamiki ciata sztywnego
o ruchu obrotowym

Jesdli cialo porusza si¢ ruchem obrotowym, to jego ruch jest opisany poprzez
predkosé katowa ciala & (i przyspieszenie €). Kierunki tych wektoréw pokrywaja
sie z osia obrotu ciala. Srodek masy C' nie musi lezeé¢ na osi obrotu, a zatem
jego przyspieszenie moze byé rézne od zera (a. # 0). Jako biegun B wygodnie
jest przyja¢ w tym przypadku punkt lezacy na osi obrotu (nieruchomy punkt
ciala, taki, ze dz = 0).

Réwnania dynamiki ciala sztywnego o ruchu obrotowym mozna przedstawié¢
na podstawie zaleznoéci (8.131) i (8.132) — po podstawieniu w nich &, = 0 ~
w postaci:

—

M (8 X Toe + @ % (@ X Foc)) =P, 8A37)
Koy

TR0 N, 8.138

7 . ( )

Ponadto, przyjmujac kierunki osi ruchomych £n¢ (o poczatkw’w punkcie B)
w taki sposéb, by o$ ( pokrywala sie z osia obrotu ciala ibiorac pod uwage, ze
wektor predkosci katowej mozna w takim przypadku przedstawié jako

—0

d=Cw, (w=w, we=0, wp=0), (8.139)

otrzymuje si¢, na podstawie zaleznosci (8:92) — (8.95), wektor kretu okreslony
jako!!

KB(W) = *EO Jggw 3 ﬁo Jngw + 50 ch . (8.140)

Pochodna wektora kretu w rozpatrywanym przypadku — zgodnie z (8.115) — jest
réwna

dt @ X Ko (8.141)

przy czym — na,podstawie (8.140) — otrzymuje sie

d Ky

T ~EJece — i Ty +C Jce (8.142)

a pomnozenie (8.139) i (8.140) daje

@& X KB(W> = _ﬁOJSC w? + EOJT,C w? . (8.143)

" Dla uproszczenia zapisu uzyto oznaczefi Je¢, Jiey Je, zamiast Jpee, Jpnc, JBe-
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Wielko$é e wystepujaca we wzorze (8.142) oznacza warto$¢ przyspieszenia ka-
towego ciala (e = £2). Po podstawieniu (8.142) i (8.143) do (8.138) otrzymuje
sie

dKB W =20 —0 s
5 =& (et Iy (< dnce = Jeew') +C e (8144)

Roéwnania (8.144) i (8.137) sa wektorowymi réwnaniami dynamiki ciala porusza-
jacego sie ruchem obrotowym wokot osi (. W postaci skalarnej mozna je przed-
stawié — po zrzutowaniu na obracajace sie razem z cialem osie £n¢ (rys. 8.16) —
jako:

—mene —mw?ée=ag, mel—mwn.=a,, 0=ac, (8.145)

—Jece+ Iy w? = Mg, —Jyce— JngQ =M,, Jee=DM;. (8.146)

Rysunek 8.16: Cialo poruszajace sie ruchem obrotowym

W wielu prostych zadaniach dotyczacych ruchu obrotowego ciata niektére
z podanych réwnan sa spelnione tozsamosciowo. Do wyznaczenia przyspieszenia
katowego cialapoeruszajacego sie wokol nieruchomej osi obrotu wystarcza jedno
skalarne réwnanie ruchu — ostatnie z réwnan ukladu (8.145), (8.146). Mozna je
zapisac jako

Jye=M;, (8.147)

gdzie J; oznacza masowy moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu ciata [
(pokrywajacej sie z osia (), € jest przyspieszeniem katowym ciala, a M; oznacza
sume momentow sil zewnetrznych i reakcji wzgledem tej osi.
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Poniewaz 0§ obrotu ( jest osia nieruchoma, to czesto przyjmuje sie, ze nie-
ruchoma o$ z pokrywa sie z osig ( — woéwczas J¢ = J., My = M., a ostatnie
z réwnan (8.146) przedstawia sie jako J, e = M,.

PRZYKEAD 8.9.6

Uklad zlozony ze sztywno polaczonych ze soba pretéw (rys. 8.17a) obraca sie
woko! pionowej osi ze stalym przyspieszeniem e = €, (a jego predkosé poczatko-
wa byla réwna w, ). Wyznaczy¢ reakcje lozysk podczas ruchu oraz moment My,
jaki jest wymagany do zapewnienia statego przyspieszenia katowego. Dane sa
wymiary ukladu (a1, as, b, 1) oraz masy poszczegélnych odcinkéw pretéw (m,
mi, Mo = 0)

a)

Rysunek 8.17: Ruch obrotowy ukladu zlozonego z pretow — reakcje tozysk

ROZWTAZANIE

Wprewadzamy uklad wspétrzednych EnC zwiazanych z.obracajacym sie cia-
tem, taki, ze o$ ( ma kierunek osi obrotu. Pokazany na-rys-8.17 uklad wspol-
rzednych jest przyjety w taki sposob, by prety lezaly w plaszczyznie (1. Wazne
jest stwierdzenie, ze dla takich osi: £ = 0, Jgy =0, Jee = 0.

Po uwolnieniu ukladu od wiezéw i wprowadzeniu reakcji (rys. 8.17b) mozna
— na podstawie réwnari (8.145) i (8.146) — napisac nastepujace zaleznosci:
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—mene = —Rae — Rpe
—mw?ne=—Ra, — Rpy ,
0=Rp — G,

Jncw? = Rayaz — Rppay — G
—Jpc€ = Rpeay — Racaz

Jee =M, ,

gdzie G = myg + mg.

Do rozwiazania zadania konieczne jest jeszcze okreslenie wspolrzednej. poto-
zenia Srodka ciezkosci 1., momentu bezwladnosci J¢ oraz momentu dewiacyj-
nego Jy¢.

Polozenie srodka cigzkosci (rys. 8.18a) jest okreslone wzorem

B mlg +m(b+ %sina)

c=

mi+m
ll) (“ b) {A}
b+lésina' m b+ usina m
dm
§Q
my cla )
b g ? ; Q

Rysunek 8.18: Ruch obrotowy ukladu zlozonego z pretow

Moment bezwladnosci wzgledem osi ( jest rowny sumie momentéw bezwlad-
nosci poszczegélnych pretéw, przy czym — dla poziomego preta




natomiast dla preta nachylonego pod katem o mozna — na podstawie definicji
momentu bezwladnosci — zapisa¢ go jako

! m
JQC:/ nQdm:/(b+usina)2 —du,
L 0 !

gdzie wprowadzona zostala pomocnicza zmienna u I masa elementarna preta
dm = It du (rys. 8.18b). Po scalkowaniu otrzymuje si¢
2

1
Joe = ? (V% ully + bu?|l) sina + §u3|l0 sin” «v)

2
=m(b* +blsina+%sin2 ).

Zatem
2 2
1

l
JC:J1<+J2C:m +m(62+blsina+§sin2 ).

W podobny sposob wyznacza sie moment dewiacyjny ukladu, z tym, ze
Jine = 0. Przy wyznaczaniu Ja,¢ podstawiamy ¢ = ucosa oraz 1 = b+ usina
(rys. 8.18a), stad

l
m
Ine = Jone = /L n¢dm = /0 ucos ab 4 usin ) T du =
b 12 \
= m(§ cosa + — cosasina) .
Po podstawieniu € = ¢, (w = €,t + w,) 1 rozwiazaniu réwnan mozna wyzna-
czy¢ niewiadome wielkoSci:
Mn =.£0 JC )

_ o (=Jyctaincm)
RAE - ai+asz )

R — ncg(mimat(Jyetaino M)wo>+2e0 Jye wo t+2 a1 €0 nemws t
An = a1+az +

+ 602 Ine t2+a1 602 ncmt2
a1+az ?

_ g0 (Inctaz nom)
RB& - a1+az ’

R _ —ncg (m4+mi)+(Jyc—mas nc)wo2+250 Jncwo t—=2a2 g9 ncmwot+
Bn — ai1+az

+ eo® Jyc t*—azeo’ nemt?
ai1+az %

Rpe =g (m+my) . ¢
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Cialo wyréwnowazone dynamicznie — ré6wnania dynamiki
w ruchu obrotowym

Jesli momenty dewiacyjne wystepujace w rownaniach (8.146) sa réwne zero
(Jee =01 Jpe = 0), to cialo jest wyréwnowazone (albo wywazone) dynamicznie.
Roéwnania opisujace ruch obrotowy takiego ciala sprowadzaja si¢ do:

—mene —mw?éc=as, meée—muwn.=a,, 0=ac, (8.148)

OZMg, O:]\fn7 J(EZMC. (8149)

PRZYKEAD 8.9.7
Prostokatna plyta obraca sie wokét osi przechodzacej przez pionowa krawedz
plyty (rys. 8.19). Wyznaczy¢ przyspieszenie katowe plyty oraz reakcje lozysk
w przypadku, gdy do plyty jest przylozony moment napedzajacy o wartosei
okreslonej jako M, = M, + kt. Dane sa wymiary plyty c i b oraz jej masa m.

a)

g
o

Rysunek 8.19: Ruch obrotowy ciala

ROZWIAZANIE

Wprowadzamy uklad wspétrzednych EnC zwiazanych z obracajacym sie cia-
tem, taki, ze os ¢ ma kierunek osi obrotu. Pokazany na rys. 8:19\uklad przyjety
zostal w taki sposéb, by jedna z osi przechodzila przez srodek masy plyty (C).
Wazne jest stwierdzenie, ze dla takich osi: £ = 0, ne = §, Jpe = 0, Jey = 0,
Je¢ =0, Je = 2.

Po uwolnieniu plyty od wiezéw i wprowadzeniureakcji (rys. 8.19b) mozna —
na podstawie réwnan (8.145) i (8.146) Iub (8.148), (8.149) — napisac¢ nastepujace
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zaleznosci:

—mEgZ—RAg—RBg, —mw2§:—RAn—RB,,, OZRBC—G,
2
O:RAnb—RB,,b—Gg, 0=—Rachb— Rpeb %5:Mn.

Po podstawieniu M, = M, + kt i rozwiazaniu réwnaii'?> mozna wyznaczyé

niewiadome wielkosci: €, Ra¢, Ray, Rpe, Ry, Rpc. &

Cialo wyréwnowazone statycznie i dynamicznie — ré6wnania dynamiki
w ruchu obrotowym

Jesli momenty dewiacyjne wystepujace w réwnaniach (8.146) sa réwne‘zero
(Jec = 01 Jye = 0), a ponadto srodek masy ciala lezy na osi obrotti (- = 0
ine = 0), to cialo jest wyréwnowazone (albo wywazone) statyeznie.i dyna-
micznie. Réwnania opisujace ruch obrotowy takiego ciala sprowadzaja si¢ do:

O=a, O0=a,, O0=ac, (8.150)
OZMg, OZMn, JcEZMc. (8151)

8.9.3 Roéwnania dynamiki ciata sztywnego
o ruchu ptaskim

W przypadku ciala poruszajacego si¢ ruchem plaskim wszystkie punkty cia-
ta poruszaja sie w plaszczyznach réwnoleglych do plaszezyzny kierujacej. Jako
plaszczyzne kierujaca przyjmiemy plaszczyzne zy. Kierunki wektorow predkosci
katowej (&) i przyspieszeniaskatowego ciala poruszajacego sie ruchem postepo-
wym sa niezmienne i prostopadle do plaszczyzny kierujacej (& L v, € || &).

Najprostsza forme/réwnan uzyskuje sie, przyjmujac za biegun $rodek masy
ciala C' (B = (). Omacza to, ze Ty = Foc = 0.

Uwzgledniajac powyzsze warunki w réwnaniach dynamiki ciala w. posta-
ci ogdlnej (8.131)%4 (8.132), otrzymuje sie réwnania dla ruchu plaskiego ciala
sztywnego(w formie:

ma. =P, (8.152)
dKew
—2e) M, . 8.153
dt ¢ ( )

12Zwracamy uwage na fakt, ze réwnania jak i rozwiazahie znacznie sie skomplikuja, jesli os
obrotu ciala nie bedzie osig pionowa. W takim przypadku momenty sity G wzgledem osi £ i ¢
beda zalezeé od kata ¢ okreslajacego poltozenie plyty.
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Podobnie jak dla ruchu obrotowego ciata, przyjmiemy kierunki osi rucho-
mych &n¢ (o poczatku w punkcie C) w taki sposéb, by o$ ¢ byla prostopadla do
plaszczyzny kierujacej (a tym samym réwnolegta do wektoréw & i &). W zwiaz-
ku z tym wektor predkosci katowej mozna przedstawi¢ jako

—0

d=C w, (w=w, we=0, w,=0). (8.154)

Wzgledny kret ciala KC(W), okreslony na podstawie zaleznosci (8.92) — (8.95),
przybiera postaé

Kow = —€ Jogew — 7% Jonew + € Jocw . (8.155)

Pochodna wektora kretu w rozpatrywanym przypadku — zgodnie z (8.115) — jest
réwna

dKeo, dKeg,

= T 4 6 x Ko (8.156)

przy czym — na podstawie (8.155) — otrzymuje sie

dAKC(W)
dt
a pomnozenie (8.154) i (8.155) daje

= *EOJC& € — ﬁOJcnc €+ 5OJCC £ , (8.157)

@ X Koy = —°Joec 0 +EJ 5wt W . (8.158)

Wielko$é e wystepujaca we wzorze (8.157) oznacza warto$¢ przyspieszenia ka-
towego ciala (e = 2). Po podstawieniu (8.157) i (8.158) do (8.156) otrzymuje
sie

dKcwy 70 ~ 7
o =& (SJoece + g ) + 1 (= Jonc e = Joew?) + ¢ Joc. (8:159)

Roéwnania (8.159) i (8.152).sa wektorowymi réwnaniami dynamiki ciala poru-
szajacego sie ruchemr plaskim, przy czym os ¢ jest prostopadla do plaszczyzny
kierujacej (do plaszezyzny ruchu kazdego punktu ciala). W postaci skalarnej
réwnania ruchu-plaskiego dla ciata mozna przedstawié¢ jako:

mac, =Py, mag, =Py, 0=0P,, (8.160)
—Jogce+ Jcn<w2 = Mce, —Jonce — J054w2 = Mcy, Joce~= MCC(8.161)

Nalezy podkresli¢, ze momenty bezwladnosci i momenty dewiacyjne wystepujace
w tych réwnaniach sa okreslone wzgledem osi {n¢, o'poczatku w $rodku masy
ciala (C') i poruszajacych sie z cialem. Moment sil zewnetrznych dzialajacych
na cialo i sit reakcji wiezéw Mc¢ jest okredlony, wzgledem osi ¢ przechodzacej
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przez punkt C. Symbole a, i a., oznaczaja rzuty przyspieszenia srodka masy
ciala (C') na nieruchome osie x oraz y, natomiast ¢ jest przyspieszeniem katowym
ciata.

W przypadku, gdy momenty dewiacyjne Joec 1 Jone sa réwne zero (co ma
miejsce w przypadku, gdy plaszczyzna £n jest plaszczyzna symetrii ciata lub,
gdy dwie plaszczyzny £C i n¢ sa plaszezyznami symetrii ciala), réwnania (8.160),
(8.161) sprowadzaja sie do:

mace, =Py, mac, =Py, 0=P;, (8.162)

0= Mcg s 0= MC"I s JCCE = Mcg . (8.163)

W wielu przypadkach mamy do czynienia z sytuacja, w ktérej ruch jest ogra-
niczony (w wyniku dzialania wiezéw) do jednej plaszezyzny (np. xy), momenty
dewiacyjne Jog¢ 1 Jon¢ sa réwne zero, a ponadto wszystkie dzialajace sily leza
w tej plaszczyznie. Wowcezas wykorzystuje sie jedynie trzy rownanias

Mmae, =Py, mae, =Py, Joce= Mcc. (8.164)

PRZYKEAD 8.9.8

toczenie
bez poslizgu

Rysunek 8.20: Niejednorodny krazek toczacy sie po poziomej plaszczyznie

Do krazka o.masie mq i promieniu r jest przyczepiony punkt materialny
o masie-my, (rys. 8.20). Wyznaczy¢ przyspieszenie katowe krazka'w przypadku,
gdy krazek jest obciazony sila P przylozona w srodku krazka przy zalozeniu, ze
toczenie'odbywa si¢ bez poslizgu i, ze podczas ruchu krazek/pezostaje stale w tej
samej plaszczyznie. Dane sa wartosci: sity P, promienia r,” odleglosci punktu
materialnego od srodka krazka e oraz mas mq i my.
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ROZWIAZANIE

Krazek z dolaczonym do niego punktem materialnym mozna traktowac ja-
ko niejednorodne cialo sztywne (srodek masy ciala nie lezy w srodku geome-
trycznym krazka). Rozpoczynamy od wprowadzenia zwiazanego z cialem ukladu
wspolrzednych £nC, o poczatku w srodku masy C' i osi ( o kierunku prostopa-
dlym do plaszczyzny ruchu krazka. Odleglosé srodka masy od srodka krazka
zostala oznaczona litera b (rys. 8.21), a jej wartos¢ okresla zaleznosé

b m1 -0+ mee mee
mi1 + me mi + mo

a)

My

c J

&
e
b A -
O »
toczenie
bez pas’lizgk

N

Rysunek 8.21: Krazek — uktady wspdlrzednych i dzialajace sity

Po stwierdzeniu, ze momenty dewiacyjne Jc¢c = 0, 1 Joye = 0 sa réwne zero
i ze spelnione sa pozostale warunki(pozwalajace na uzycie réwnan podanych
wzorami (8.164), wykorzystamy te wzory do rozwiazania zadania. Uwolnienie
ciala od wiezéw, wprowadzenie odpowiednich reakcji i przyjecie nieruchomego
ukladu wspélrzednych xy (rys./8:21b) pozwala na napisanie réwnaii o postaci:

maszP—F, macy:N—G, J(j(E:MC(,
gdzie m = my + My, jest masa ciala, G = (my1 + m,)g, natomiast momeént, sil
zewnetrznych wzgledem osi przechodzacej przez Srodek masy ciata Mg jest
rowny

Mce = Nbsingp + F(r +bcosp) — Pbcosp .

Masowy moment bezwladnosci ciala wzgledem osi (, przechodzacej przez punkt
C, jest sumg momentu bezwladnosci krazka i punktu materialnego, to znaczy

2
maqr
Joe = —; +m1b2+mo(6—b)2 .
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Zaleznosci kinematyczne niezbedne do rozwiazania zadania to skladowe przy-
spieszenia Srodka masy ciala wyznaczone na podstawie réwnania

8o =a, +aL,,+al,,=28,+E& XToc+& X (& XToe),
ktére w postaci skalarnej przyjmuje forme (rys. 8.22):

G, = er +ebcosp — w?bsing |

e, = —ebsing — w?bcos g .

3

5

Rysunek 8.22: Sktadowe wektora przyspieszenia srodka masy ciala
Po dokonaniu podstawien otrzymuje sie trzy rownania:
(m1 + my)(er +ebcosp — w?bsinpy=P — F ,
(m1 +my)(—ebsinp — w?bcosP) =N — (mq +m,)g ,

m17“2

+m1b* + me(e — b)?)e =\Nbsin p + F(r + bcosp) — Pbcos .

(

z ktorych mozna — po wyeliminowaniu F' i N — wyznaczy¢ przyspieszenie katowe
ciala (). Wyznaczone w ten sposéb przyspieszenie jest zalezne od kata obrotu
ciala (p).

Istotne jest jeszczerzastrzezenie, ze podane rownania opisuja toczenie ciala
pod warunkiem, ze N > 0 oraz F' < uN, gdzie p oznacza wspélczynnik tarcia
pomiedzy krazkiem a podlozem.

Warto dodaé,ze w przypadku, gdy do krazka nie jest dolaczona dodatkowa
masa (m, =-0),\to w wyprowadzonych tu réwnaniach nalezy podstawié b = 0.
Woéwczas, otrzymamy réwnania o prostej budowie:

mier =P —F |
0=N — mig,
2
mir
L c=Fr .
W tym przypadku przyspieszenie katowe ciala'(e)- jest wielkoscia stala (réwna
2P
€= 3mayr/’ <>
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8.10 Dynamika uktadu ciatl

Analiza dynamiki modelu maszyny czy urzadzenia, a wiec uktadu ztozo-

nego z wielu cial moze by¢ przeprowadzona po dokonaniu podziatu ukltadu na
poduktady'®. W przypadku zagadnien dynamiki podukladami sa poszczegdl-
ne ciala nalezace do ukladu. Réwnania opisujace dynamike zlozonego ukladu
mechanicznego tworzy si¢ w podany nizej sposob.

1.
2.

3.

Podzial ukladu na ciala.

Do kazdego ciala nalezy przylozy¢ sily zewnetrzne dzialajace na to cialo
oraz reakcje wigzéw.

Dla kazdego ciala oddzielnie formutuje sie réwnania dynamiki — ich postaé
zalezy od rodzaju ruchu jakim porusza sie ciato.

. Dodatkowo nalezy okresli¢ zwiazki pomiedzy przyspieszeniami poszczegdl-

nych cial. (Na og6! sa to zaleznosci okreslajace relacje pomiedzy przyspie-
szeniami srodkéw mas cial nalezacych do uktadu oraz zwiazki pomiedzy
przyspieszeniami katowymi cial.)

. W tych przypadkach, w ktorych wystepuje tarcie pomiedzy elementami

uktadu niezbedne sa dodatkowe zaleznosci wynikajace z przyjetego mode-
lu tarcia (np. Tgr = N, S1 = Sae! ).

PRZYKEAD 8.10.9

Wyznaczy¢é moment (M,,), jakim musi by¢ napedzane.tylne kolo, by podczas
startu przednie kolo motocykla zostalo oderwane’od jezdni (rys. 8.23b).

Rysunek 8.23: Motocyklista — start na jednym kole

13 Analize zlozonych uktadéw mechanicznych, nazwanych tez ukladami wieloczlonowymi,
mozna prowadzié¢ korzystajac z bardziej wyrafinowanych metod mechaniki. Przykladem moze
by¢ praca W. Blajera Metody dynamiki ukladéw wieloczlonowych [3], w ktoérej takie metody
sa opisane, a takze zilustrowane przykladami rozwiazan.
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Dane: masa motocykla (m.,, = 200 kg), masa kierowcy (mj = 75 kg), masy
kot (my = 5 kg; ma = 4 kg), podstawowe wymiary — pokazane na rys. 8.25
(c = 1,0 m;b=22m;d =0,5mdy=0,55mmr = 0,35mry =
0,3 m), wspélczynnik tarcia pomiedzy kolami a jezdnia (u = 0,6), opdr toczenia
(f1 = 0,02 m; fo = 0,02 m). Przyjeto, ze momenty bezwladnosci sa réwne:
Jom =5 kgm?; Jor, = 0,39 kgm?; J; = 0,31 kgm?; Jo = 0,18 kgm?.

ROZWIAZANIE

Do napisania réwnan stuzacych do opisu dynamiki konieczny jest podzial
ukladu na ciala. (Wszystkie ciala wchodzace w sklad modelu sa dalej uwazane
za ciala sztywne.)

Proste modele uktadu kierowca-motocykl sa przedstawione na rys. 8.24. Roz-
patrywany uklad sklada sie z oSmiu cial — w przypadku pokazanym na rys.-8.24a
Iub z trzech cial — w modelu widocznym na rys. 8.24b.

Rysunek 8.24: Modele ukladu motocyklista-motocykl: a) model zlozony z odmiu
cial, b) model z wyréznionymi trzema. ciatami

Analiza modelu o wigkszej liczbie cial pozwala na uwzglednienie oddzialy-
wania kierowcy na pojazd.(na przyklad poprzez zmiane ulozenia ciala). Jesli za-
tozy¢, ze zachowanie.motocyklisty jest bierne, to uklad cial kierowca—motocykl
(bez kél) mozna traktowad jako jedno cialo sztywne. Kola musza by¢ rozpatry-
wane jako oddzielne ciala, gdyz poruszaja si¢ z innymi przyspieszeniami kato-
wymi niz uklad eial kierowca—motocykl.

Nasrysunku 8.25 sa pokazane sily dzialajace na poszczegolne ciala ukladu —
dla modelu zlozonego z trzech cial.

Zakladajac kierunki przyspieszen srodkéw mas cial rozpatrywanego mode-
Iu oraz przyspieszenn katowych tych cial — tak jak zaznaczono na rys. 8.26 —
mozna napisa¢ réwnania dynamiki dla poszczegélnych cial. Uzyte zostaly na-
stepujace oznaczenia: ciezar motocykla (bez kél) Gy, = muy, g 1 ciezar kierowcy
G = my g, Jom — masowy moment bezwladnoSci-motocykla wzgledem punktu
C, Jor — masowy moment bezwladnosci kierowcy wzgledem punktu C', przy
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czym C' oznacza Srodek ciezkosci ukladu cial motocykl-kierowca. Réwnania dy-
namiki takiego ukladu maja postac:

(mm + mk) (e, = Riy — Ray
(M + my) ag, = Riy + Roy — (G + Gi)

(JCm —+ Jck)é‘ = Rzy(b — C) — Ro, dy — Rly c+ Riydi + M, .

Rysunek 8.25: Podzial modelu na ciala sztywne
Kolejne rownania dynamiki:
— dla tylnego kola
myaiy; = —Rag + 711,
my ag= —Ry — Q1+ Ny,
Jren=M, —Tyri — N1 f1,
— dla_przedniego kola
ma agy = Roy — T,
maagy = —Roy — Q2+ Na

Jogg =Tory — Na fo .
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Liczba réwnan dynamiki — 9, a liczba niewiadomych znajdujacych si¢ w tych
réwnaniach wynosi 18 (sa to: acy, Riz, Rog, acy, Ry, Ray, €, My, a1z, T, a1y,
Nl, €1, A2¢, TQ, A2y, NQ, 82).

Réwnania dynamiki musza by¢ uzupelnione o dodatkowe zaleznosci pomie-
dzy przyspieszeniami. Zakladajac, ze toczenie tylnego kola odbywa sie bez po-
slizgu, otrzymuje sie

A1y = €177 -

Rysunek 8.26: Przyspieszenia uktadu

Pomiedzy przyspieszeniami punktéw O1,3C'1 O9 nalezacych do ukladu ciat
motocykl-kierowca (rys. 8.26) zachodza zwiazki:

ace = a1f —edi—w?c
acy = a1y Fec —w?d, ,

oraz

G2 = a1z +€(ro —7r1) —w?b,
agy:a1y+sb—w2(r2—r1).

Zaleznosci te ulegaja uproszczeniu z uwagi na zerowa poczatkowa predkosc ka-

towa cial w momencie startu (dla t = 0 predkos¢é poczatkowa w = 0.
Warunki-swiadczace o tym, ze, w momencie odrywania sie przedniego kola

od jezdui, tylne kolo pozostaje w kontakcie z podlozem, mozna zapisac¢ jako:

NQZO, TQZO, aly:().
Lacznie mamy do dyspozycji uklad 17 réwnan.

Rozwiazanie ukladu 17 réwnan z 18 niewiademymi nie jest jednoznaczne.
Mozna jednak wyznaczy¢ 17 niewiadomychiwielkosci w zaleznosci od nieznanej
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wartosci momentu M,,:

ace = 0,1570+ 0,0094 M, ,  acy, = —9,2114 40,0076 M, ,
e =—9,2114 + 0,0076 M, ,

a1p = —4,4487 40,0132 M, , 1 = —12,71+0,0377 M,, ,

g = —4,9092 40,0136 M, ,  ag, = —20,27+0,0168 M,,, e, =0,

Riy = 23,55+ 2,634 M,, , Ry, = 122,842,165 M, ,
Ry, = —19,637+0,05431 M,,, Ry, = 41,82 —0,0671 M,, ,
Ty = 1,302 + 2,700 M, , Ny =171,8 + 2,165 M,, .

Dla otrzymanego rozwiazania mozemy poszukiwac takiej wartosci M, dla
ktorej e > 0 (oraz asy > 0), co ma miejsce w sytuacji, gdy przednie kolo odrywa
sie od podloza. W rozpatrywanym tu przypadku:

—9,2114+0,0076 M, >0 = M, > 1212 Nm .

Dalsze obliczenia mozna przeprowadzi¢ przyjmujac M,, > 1212. Na przykitad dla
M,, = 1212,1 Nm pojazd zacznie sie poruszac z nastepujacymi przyspieszeniami:

acy = 11,53 m/s? | acy = 0,036 m/s*, e =0,036rad/s?,
aiz =11,55m/s*, a1, =0, £1 = 32,99 rad/s?4,
as; = 11,55 m/s? | ag, = 0,0806 m/s*, e2=0.

Sily reakcji w momencie startu (dla M, = 1212,1 Nm)‘beda réwne:

Ri, =3217TN, Ry, =2747TN

Rop =46,19 N, Ry, = —39,56 N

Ty = 3274 N | Ny =2796 N..
Minimalny wspolczynnik tarcia konieczny de.tego, by toczenie tylnego kola
odbywalo sie bez poslizgu jest, w tym przypadku, réwny pmin = 1% = % =
1,171.

W sytuacji, gdy wartos¢ wspoélczynnika tarcia pomiedzy jezdnia a kolem
Jjest mniejsza od iy (W danych przyjeto p = 0,6), zadanie nalezy rozwiazaé
ponownie — przy zalozeniu, z€ toczeniu towarzyszy poslizg.

Jesli toczenie odbywarsie z poslizgiem, to zaleznoS¢ ai, = €171, nie jest
spelniona i musi by¢ zastapiona przez réwnanie

T1 = MNI .
Dla tak zmodyfikowanego ukladu réwnan otrzymano nastepujace wymniki roz-
wiazania (dla'y = 0,6):
acy = 0,6460 + 0,002652 M,, , acy = —8,9875+ 0,004549 M,,",
e = —8,9875+ 0,004549 M,, ,

a1y = —3,847 +0,004926 M,,, &, = —176,8+ 2,296 M, ",
ge = —4,297 40,0052 M,, ,  a, = —19,77+0,01001 M,,, &3 =0,

Rip = 160, 5 + 0,7499 M,, , Ry, = 186,34 1,2909 M, ,
Rye = —17,19+0,02061 M,, , Ry, = 39,85 — 004003 M, ,
Ty = 141,2 + 0, 7745 M,, , Ny = 235,441,291 M, .
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Na podstawie tego rozwiazania mozna wyznaczy¢ wartos¢ M, dla ktoérej
e > 0 (oraz agy > 0). Ma to miejsce w przypadku, gdy:

—8,9875+0,004549 M, >0 = M, > 1975,7Nm .

Dla wartosci momentu spelniajacej warunek M,, > 1975, 7 dojdzie do oderwania
przedniego kola od jezdni. Na przyklad dla M, = 1976,5 Nm pojazd zacznie
sie poruszac z nastepujacymi przyspieszeniami:

acy = 5,888 m/s*, ac, =0,002592m/s?, e=0,002592rad/s?,
a1z =5,889m/s?, ap, =0, €1 = 4361 rad/s? |
as; = 5,889 m/s?, as, =0,005702m/s?, e2=0.

Sily reakcji w momencie startu (dla M, = 1976,5 Nm) beda réwne:

Ry, =1643N, Ry, =2738N,
Rye = 23,56 N, Ry, =—39,26 N,
T, =1672N, N, =2787N.

Po oderwaniu przedniego kola od jezdni konieczne jest zmnigjszenie wartosci mo-
mentu napedzajacego (M,,). W przeciwnym razie pojazd wykona ”salto w tyl”.

¢
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