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LABORATORIUM DYNAMIKI MASZYN /\/

Cwiczenie 5 @

IDENTYFIKACJA OBIEKTU DYNAMICZNEGO NA PODSTAWIE JEGO
LOGARYTMICZNYCH CHARAKTERYSTYK CZESTOTLIWOWUWYCH

Ja o 1
1. Cel ¢wiczenia @

Okreslenie rownania ruchu obiektu dynamicznego na podstawie jego logarytmicznych charakterystyk
czegstotliwosciowych, ktére zostata wyznaczone doswiadczalnie.

2. Wprowadzenie teoretyczne \

Jedna z najbardziej uzytecznych metod przedstawiania cha%styk czgstotliwosciowych obiektéw
dynamicznych zostata opracowana przez Bodego. Tak zw wykresy Bodego (logarytmiczne
charakterystyki czg¢stotliwo$ciowe) przedstawiaja odpowiedz czgstotliwosciowa uktadu w postaci dwdch
wykreséw. Pierwszy z nich obrazuje amplitudg przepustowgsci widmowej wyrazona w decybelach, drugi
— kat fazowy. W obu przypadkach sg to funkcje czgstotliwoscwyrazonej w skali logarytmiczne;.

2.1. Minimalnofazowa przepustowos¢ w postaci ilo@czynnikéw rogowych
Przepustowos$¢ obiektu dynamicznego G(s) jest definiowana jako minimalnofazowa jesli wszyskie jej

bieguny’ i zera’ znajduja si¢ w lewej péipla%ﬁnie zespolonej (Re(s) < 0). Minimalnofazowa
przepustowos$¢ mozna przedstawi¢ w postaci iloczyn czynnikéw rogowych:

G(S):ksnml(s)mz(s)... E 0
a,(s)a,(s)...
gdzie: k — wspotczynnik wzmocnieqia,
n — liczba catkowita p tawiajaca 1ilo§¢ zer (jesli n > 0) lub biegunéw

(jesli n<0)przy s=0,
my(s) — czynnik zerowy,
ai(s) — czynnik biegunowy

Odpowiadajaca (1) przepustowo$¢ widmowa ma postac:

Glj@)=G(s)_, =k(joy WU mUL).. o
s=jo al(]w)az(]CU).,,

Kazdy zespolony czynnik mj%) i ai(j@) w (2) moze by¢ przedstawiony w postaci wyktadniczej:
m,(japs m; (jw)|e’™,
. . - 3)
a(jo) ai(J(t))|€J'6’.
Czynnik niskocquwoéciowy k (j@)" moze by¢ przedstawiony w nastepujacej postaci:
(J

k(JO) =ko"j" =kw"e )
Podstawiaja i4) do (2), otrzymuje sig:

ml (](0)‘ ‘mz (.]w‘ j(n%+a,+az+...—ﬂ,—ﬂz— .....
‘al(ja))Haz(ja))‘...

&)

G(jw)=|G(jw)e” =ka"

! Instrukcje opracowat Krzysztof Marynowski
% bi - pierwiastki wielomianu znajdujacego si¢ w mianowniku przepustowosci
? zera§ pierwiastki wielomianu znajdujacego sig w liczniku przepustowosci
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Wykorzystujac (5), amplitude przepustowosci widmowej mozna wyznaczy¢ w decybelach“«/
G(jo)|,, =20loglG(jm)=20logk +20nlog®-+20+20loglm,(jw)|+
+20log|m, (j@)|+...—20logla, (j@)| - 20logla, (j@)| ... @

Kat fazowy okres$la zalezno$¢:

¢=n§+al+a2+...—,31—,82—... . Y‘ (7)

Réwnania (6) i (7) wyrazaja amplitudg i kat fazowy minimalnofazo rzepustowosci obiektu
dynamicznego w postaci liniowej kombinacji czynnikéw, ktore sg wzajemni alezne.

(6)

2.2. Logarytmiczne charakterystyki czynnika niskoczestotliwosciowego, czynnika 1-go rzedu, oraz
czynnika 2-go rzedu. \

Réwnanie (4) przedstawia posta¢ wyktadnicza przepustow@s$ci widmowej czynnika niskoczgstotli-
wosciowego. Amplituda (4) wyrazona w decybelach ma postac %

G, (jo)| ,, =20logke" =20logk +20nlog @ )

Dla réznych czgstotliwosci @ z zakresu 0,01 =+ Q%Z rd/s ta amplituda przyjmuje wartosci
przedstawione w Tabeli 1. Na tej podstawie, w skali logarytmicznej, | G,(jow) | ¢g jest rysowana jako prosta
linia o nachyleniu 20n dB/dekade (Rys. 1). Kat fazow;%pika niskoczgstotliwo$ciowego ¢ = nz/2.

Tabela 1. Warto$ci amplitud czynnika niskoczgstotliwosciowego

Czestotliwosé @ Amplituda | G(jw) |dB
0.01 Ologk—-40n
0.1 20 log k—20n
1.0 20 log k
10.0 20logk+20n
100.0 X 20logk+40n
* 5o T |10s
/‘/
il
0.1 "
E e Jo.1s
S LN . | . . ##_,_.-"
0 / .. . - L
LS J. /J.'{f’
<QI-' -;L./ ]
>
" '
/j
=50
1 10 iOO
Rys. 1. Logary®fijgfZne charakterystyki amlitudowe czynnika niskoczgstotliwo$ciowego G(s) = ks" dla dwéch

wartosci k = 0,1 1 10 oraz dwdéch wartosci n = 1 (linie ciagle) i n = -2 (linie przerywane)

A

* W akustyce jednostka ilorazu dwéch mocy ruchéw drgajacych jest Bel, przy czym liczbe tych jednostek oblicza sie
ze WEOTL = log(P,/P,) [B]. Jednostka 10 razy mniejsza jest decybel, zatem L = 10 log(P,/P>) [dB]. Poniewaz moce
sa propprcjonalne do kwadratéw amplitud, stad L = 10 10g(A12/A22) =20 1log(A/A,) [dB].
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Czynnik zerowy 1-go rzedu o czestotliwosci rogowej @ ma nastgpujaca postac

G (s)=(Ts+1) = (’#1} 9)
a)l

Odpowiadajaca przepustowos¢ widmowa w postaci wyktadniczej @

. a)2 '(lan"ﬁ)
s=jo — ‘Gl(jw)‘ej¢l =, 1+7261 @ T (10)
’ a)l

W tym przypadku, |G1(ja)) |dB moze by¢ aproksymowana przez dg linie proste nazywane

G (jw)=G,(s)

asymptotami rzeczywistej charakterystyki amplitudowej. Niskoczestotliwagel asymptot¢ (dla @ <<
) opisuje zalezno$¢:
G,(jo)|=1 = |G,(jw)|, =20logl=0dB. (11)

Stad, niskoczgstotliwosciowa asymptota czynnika 1-go rzedu jest linia pozioma 0 dB (Rys. 2). Wyso-
koczestotliwosciowa asymptote (dla ar>>a@,) opisuje zalezno$¢:

. w .
‘Gl(]a))‘ = = ‘Gl(]a))‘dB =20logw—20logw, - (12)
a)l

Wyrazenie (12) wskazuje, ze wysokoczgstotliwo$ciowa asymptota czynnika 1-go rzedu jest linia
prosta o nachyleniu 20 dB/dek, ktdéra przecina poziom 0 dB przy czestotliwosci @ = @y, ktora stad jest
nazywana czgstotliwo$cia rogowa (Rys. 2). Réwnanie (10) azuje, ze kat fazowy ¢ wzrasta w sposob
ciagty od 0° przy @ = 0 do 45° kiedy @ = @, i do 90° gy @ — oo. Poniewaz (A¢*®)'= (1/A) €™ oraz 20
log (1/A) = -20 log A, zaréwno amplitudowy jak i f ykres Bodego czynnika biegunowego 1-go
rzedu (Ts + 1) maja postaé zwierciadlanych odbié odpdwiadajacych wykreséw czynnika zerowego 1-go
rz¢du (Ts + 1). Wihasno$¢ te ilustruje Rys.2.

|Gi(j@) | s :‘:

20
e
R
L= 0///
0 BEL L4 & /asymptoty ]
"
_ DN
20 N
@ [rad/s]
0.01 0.1 @=0.5 1 10
¢ [rad]
’ = =" ==
1 4 0 — PR T
4 1
'd ‘7 ’
"
=gl
N
\\\
- / N\
) S| o

b 0.1 1 10

Rys. 2. Rzeczywiste 1 asymptotyczne wykresy Bodego czynnika zerowego (lina przerywana) i czynnika
Yﬂiegunowego (linia ciagta) 1-go rzedu (@, = 0.5 rad/s)

\%



Czynnik zerowy 2-go rze¢du o czgstotliwosci rogowej @, ma postac:

N

2

(T2s2+2T§s+l):(2+§s+lJ- (13)
a)Z 2

Odpowiadajaca przepustowos$¢ widmowa w postaci wyktadniczej

,Qéfﬁ

tan”!

J
P

-2
2

G,(j®)=|G,(jo)e"” :\/(1-“2} rap L e : Z (14)
a)Z a)Z

Amplitudg przepustowosci widmowej wyraza zalezno$¢:

~

2
’ ’
G,(jo)|, =201og\/(1—zj +4E7—. (15)
wZ 2
Niskoczestotliwosciowa asymptota (dla @ << a): \
G,(jw)|=1 = |G,(jw)|, =20logl=0 dB. (16)
Stad, niskoczgstotliwo$ciowa asymptota czynnika 2-go rzq& linia pozioma 0 dB (Rys. 3). Wyso-

koczestotliwo$ciowa asymptote (dla @>>@,) opisuje zalezno$é:
: o’ :
G, (jo) =7 = [G,(jo)|, = 40log®—40lod,: 17

2

prosta o nachyleniu 40 dB/dek, ktéra przecina poziom przy czgstotliwosci rogowej @ = @, (Rys. 3).
Réwnanie (14) wskazuje, ze kat fazowy ¢ wzrasta w sposéb ciagty od 0° przy @ = 0 do 90° kiedy @ =
@, 1 do 180° gdy @ — . Podobnie jak w przyp zynnikéw 1-g0 rzedu, zaréwno amplitudowy jak i
fazowy wykres Bodego czynnika biegunowego 2-2 rzedu (Ts* + 2T¢s + 1) maja postaé zwierciadla-
nych odbi¢ odpowiadajacych wykreséw czyzika zerowego 2-go rzedu (Ts> + 2TE s + 1). Whasno$é te

2
Wyrazenie (17) wskazuje, ze Wysokoczqstotliw%q asymptota czynnika 2-go rzedu jest linia

ilustruje Rys.3.

| G(jo) | s N
Wysokoczestotliwosciowa v
20 asymptota czynnika
zerowego 2-go rzedu
=N
0 = T
Wysokoczestotliwosciowa
{ [\ | | asymptota czynnika
SE = ':g":. N | biegunowego 2-go rzedu
1.3 \ \/
20 o) E=0.1 | \
Vi 4‘., M o [rad/s]
0.01 0.1 =05 1 10
Rys. 3. Rzeczywist ciagle) i asymptotyczne (linie przerywane) amplitudowe wykresy Bodego czynnikéw 2-

go rzgdu (@ = 0.5 rad/s)

2.3. Przyklad wyznaczania przepustowosci obiektu dynamicznego na podstawie wykresow Bodego
okwych eksperymentalnie

Przyktad ilustruje procedur¢ wyznaczania réwnania ruchu uktadu dynamicznego na podstawie
Wylvéw Bodego uzyskanych eksperymentalnie (Rys. 4)
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Rys. 4. Eksperymentalne wykresy Bodego identyfikowanego obiektu dynamicznego

Rozwiazanie zostalo przedstawione w postaci graficznej na Rys. 5. \
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Rys. 5. Aproksymacja wykresSBodego rodzing asymptot

W pierwszym etapie rozwigzania przeprowadza si¢ aproksymacj¢ rzeczywistego wykresu Bodego
rodzing asymptot. Rys. 5 przed te¢ aproksymacj¢ trzema liniami prostymi: L; (poczatkowa
niskoczegstotliwo$ciowa asymptota)islyf i L;. Na podstawie lokalizacji asymptoty L; mozna wyznaczy¢
warto$¢ wspdtczynnika wzmocnienia k oraz wykladnika n, reprezentujacego liczbg zer i biegundéw,
Punkty przecigcia dwoch kolejnych asymptot wyznaczaja wartosci czgstotliwosci rogowych.. Na
podstawie zmiany nachylenia dwdch kolejnych asymptot przy czgstotliwo$ci rogowej mozna okresli¢ typ
czynnika. W przypadku w¥gpienia czynnika 2-go rzedu, warto$¢ bezwymiarowego wspéiczynnika
ttumienia £ wyznacza sie biordc pod uwage warto$¢ rzeczywista amplitudy i jej warto$¢ aproksymowanag
przy czestotliwosci rgmowej. Tablica 2 pokazuje wyniki obliczen na podstawie aproksymacji
przedstawionej na Rysq-

Tabela 2. Wy obliczen

Asymptot§N gstotliwos$ci | Nachylenie | Zmiana Typ czynnika | Przepustowos¢
rogowe [rad/s] [dB/dek] | nachylenia czynnika
/., [dB/dek]
0 bez zmiany n=0 k=10
L, 1 -20 -20 biegunowy 1-rz (s+1)
‘A L 10 -40 -20 biegunowy 1-rz (0,1s+1)
~

Wyniki obliczen przedstawione w Tabeli 2 umozliwiaja okreslenie przepustowosci badanego obiektu

dylv*sznego
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G(s)=10—+ = 1% /\/18)
(s+1)(s+lj s’ +11s+10
10

Na podstawie (18) mozna okresli¢ réwnanie ruchu obiektu %
d’y . .dy
——+1F—+10y=100u (19),
ar e Y‘

gdzie: y - sygnal wyjsciowy,

u — sygnat wejsciowy. §

3. Przebieg ¢wiczenia

W pierwszej czgsci ¢wiczenia na drodze eksperymentalnej nalezy wyznaczy¢ logarytmiczne charakte-
rystyki czgstotliwo$ciowe badanego obiektu dynamicznego w posta® wykresow Bodego. Nastgpnie
rzeczywista charakterystyke amplitudowa nalezy aproksymowaé rodzing asymptot. Na podstawie
lokalizacji asymptoty niskoczestotliwosciowej nalezy wyznacz%los’é wspotczynnika wzmocnienia k
oraz wyktadnika n. Punkty przecigcia dwoch kolejnych asympi®¢ wyznaczaja wartosci czgstotliwosci
rogowych.. Na podstawie zmiany nachylenia dwdéch kolejnych asymptot przy czegstotliwosci rogowej
nalezy okresli¢ typ czynnika. W przypadku czynnika 2-go rzedu, warto$¢ bezwymiarowego
wspotczynnika ttumienia & nalezy wyznaczy¢ biorac pod uWage warto$¢ rzeczywista amplitudy i jej
warto$¢ aproksymowana przy czgstotliwosci rogowe;. oncowym etapie ¢wiczenia nalezy wyznaczy¢
przepustowos$¢ i na jej podstawie réwnanie ruchu bada&biektu dynamicznego.

4. Sprawozdanie z laboratorium powinno zawienw.

1. Cel ¢wiczenia.
2.  Wyniki pomiaréw eksperymentalnyc ostaci wykreséw Bodego badanego obiektu.
3. Aproksymacje¢ asymptotyczng Wykre%erymentalnego.
4. Wyniki obliczen.
5. Przepustowos$¢ badanego obiektu gynamicznego.
6. Roéwnanie ruchu badanego obiel((l&.ynamicznego.
7. Wnioski.
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