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LABORATORIUM DYNAMIKI MASZYN s

Cwiczenie 3 /\/

DYNAMIKA WIRNIKA DWUMASOWEGO c

1. Cel ¢wiczenia 2

Analiza numeryczna drgan watu z osadzonymi elementami o masa@pionych oraz obliczenie
predkosci krytycznych watu metoda wspdétczynnikéw wpltywowych.

2. Wprowadzenie teoretyczne - drgania swobodne walu z @zonymi elementami o masach
skupionych
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Zwiazki pomigdzy statycznymi ugigciami wa@ami reakcji (Rys.1):

yl:511P1+512P2 (1)
Yy = 5ZII)1 + 522P2 -L
W przypadku ogdélnym:
yl = 511P1 + 512P2 to..F 51nPn Q
........ (1a)
yn = 5anl + 5n2P2 +...t+ 5nnPn
gdzie: §; — wspdtczynnik wpt y wyrazajacy ugiecie watu w punkcie i wywotane sita jednostkowa

przytozona w punkcig j, przy czym &; = .

Macierz wspélczynnik(’)w@y'wowych dla watu 2-masowego:

o, O
6 — 11 12 2)
5 5&3 (

Ogolnie:
@ ...... 5,
. (2a)

Stosujac rachunek macierzowy réwnania (1a) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
MY ol{P} 3)
gdzie; {y}={y1 y2 ... yn}T — wektor przemieszczen mas skupionych;
={P{ P; ... Pn}T — wektor sil reakcji watu na masy skupione.
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Mnozac lewostronnie obie strony (3) przez macierz odwrotna do macierzy podatnosci otrzymujesi¢

{PY=[o]"{v}=[k]{v} @), /\/

gdzie: [k] = [ - macierz sztywnosci.

W przypadku watu z dwiema masami elementy macierzy sztywnosci sg okreslone n@uja@o:
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Macierzowe réwnanie ruchu drgajacego mas skupionych umieszczonych na bezmasowym wale
mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

[ml{5}=—-[k{»} N (6)

m 0.. 0
dzie: 0 m,... 0 |-macierz bezwladnosci.
8HAC ] =
0 0.. m

n

rézniczkowych:

Dla uktadu 2-masowego rownanie macierzowe (6) c% zapisa¢ w postaci uktadu dwéch réwnan
my, +kyy, +kpy, =0 S

; (7
m,y, +k,y, +ky,y, =0

Przyjmujac, ze uktad opisany réwnaniami (7) dgga wedtug jednej z postaci gtéwnych poszukuje sie
rozwigzan w postaci harmonicznej

y, = A sin(at); v, = A, sin(a1) 3 (®)
Po podstawieniu (8) do (7) otrzymuje si¢ uktad téwnan algebraicznych wzgledem niewiadomych A;i A,
(kn -a’m, )Al +k,A, =0 ! 9)
ki A+ (kzz -a’m, )A2 =0
Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan na A; i A, jest zerowanie si¢ wyznacznika charakterys-

tycznego uktadu réwnan (9). Otrzysiq w ten spos6b réwnanie czestosci, z ktérego wyznacza si¢
poszukiwane czgstosci drgan wlasnych tiktadu

ky —a’m, k122 -0 (10)
ki, ky, —a'm,
Po rozpisaniu wyznacznika réwhdnie czgstosci ma nastgpujaca postac:
mm,o’ — (k,m, +k,m)a’ +k k, -k’ =0 (11)
W ogdélnym przypadku w masami rownanie czgsto$ci mozna zapisa¢ w postaci:
|[k]-a?[m]|=0 (12)

Stosunki amplitud wiadajqce gtéwnym postaciom drgan ukladu dwumasowego sa okre§lone na
podstawie jednego z rowtan (9). Biorac pod uwagg na przyktad réwnanie pierwsze otrzymuje si¢:

ulz(Azj éfl_alzml : uzz(AzJ _k—am, (13)
4 1 — ki A ) —k,

Stosunek amplitud u; jest zawsze dodatni, co oznacza ze obie masy poruszaja si¢ w fazie (zawsze w tg
sama stronQ)ngunek amplitud u jest uyjemny, co oznacza ze obie masy poruszajg si¢ w przeciwfazie (w
przeciwne strony). Wynika stad, ze druga posta¢ drgan watu charakteryzuje przegigcie. Jeden przekroj
walu w czasie drgan jest nieruchomy, czyli stanowi wezel. Ogdlnie wigkszej czgstosci drgan wlasnych
odpowia%v.iqksza liczba weztow 1 wigksza energia ugigcia odpowiadajaca postaci drgan.
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3. Obliczanie elementéw macierzy sztywnos$ci walu z masami skupionymi (Rys.2)
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Wyznaczenie macierzy wspotczynnikéw wplywowych (macierzy podatnosci) v

N

P
Y
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Y e ! R,
Reakcje na podporach (Rys.3):
R +R,=P => pop
Pa=R,l

Réwnanie rézniczkowe osi ugigtej belki:
-dlax <a:

l—a a &
;. R =P— a
; ) ; (a)

~N

Ely, =—R2(l—x)+ P(a—x)z—P?(l—x)%—@

2

2
Ely =P%X _p¥ ic (b)
12 2 ? ”
ax3 x3
EIyl :P7Z_P€+CIX+C2
-dlax>a: E
Ely;z—Rz(l—x)z—P%(l—x)s
’ (©)

EIy'zzP?%—Pa)HC}

3 2
ax

X
EIy2 =P7€_Pa?+c3x+c4

Warunki brzegowe 1 warunki ciagtosci:
-dlax=0,y1=0 C2=0
-dlax=1, y,=0
-dlax=a, y’ =y
-dlax=a, y1=y;

Cil+Cy=Pal’/3
= C-C=Pdl2 (d)
= Cia-Csa-Cy=-Pd’l3

State catkowania wyznaczone z uktadu réwnan (d):

3 3

2
c-pilipd e =Plipd . o= pL (e)
3 6l 2 3 6! 6
Koncowa postac nania linii ugigcia:
-dlax <a:
3 3 3 2
Ely, P2 _pX  pl pd  pa (f)
6 6 3 6! 2
-dlax 2a:
3 2 3 3
=pa* _pg X pil pL  pL (2
/I 6 2 3 6! 6
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Wyznaczenie ugig¢ belki dla ré6znych potozen sity (oznaczenia jak na Rys.4)

3
dlaa=1/A, x=1/4 - y=— P Q
256 EI
3
-dlaa=12, x=1/4 = yzl—lﬂ § (h)
768 EI
3
“dlaa=1A, x=12 = = _ 1L Pr
768 EI
1 pr ~N
-dlaa=12, x=12 = y=
48 EI
Macierz wspo6tczynnikéw wplywowych:
3 11
o, 9, 95e 76 | P 17 143 A
sl=| [ =6 T8\ = (s 107 — i
L] {521 o, | (11 1 | EI o1= 2,08 EI ®
768 48
Wyznaczenie macierzy SZtywnosci:
k 5
[k]=[“ } lo]" = { G
k12 k22 6‘12 é‘ll

gdzie: A= 6y O - 3.
k= — 208 -143] 0_@_ 533 =367 | L El
T 0391x107* | -1,43 117 T 2367 30 ;7 [N/m]

4. Przebieg ¢wiczenia

a) wyznaczy¢ wspotczynniki wp dla watu przedstawionego na Rys.5 przyjmujac nastgpujace
dane liczbowe: E = 2,1x 10ll - 1=6,362x 10" m*
m

X

< l4— m
< 31/4 —
y ) Rys. 5

b) przy uzyciu arkusza kalkulacyjnego Excel przeprowadzi¢ analiz¢ wptywu zmiany dlugosci watu
oraz wielkg§cy mas osadzonych na wale na warto$¢ predkosci krytycznych (zakresy zmian: / (0,5 +
1,5 m); m (O 1 kg))

c) sformlkwaé wnioski
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