LABORATORIUM DYNAMIKI MASZYN

Cwiczenie 4 %
BADANIE EFEKTU ZYROSKOPOWEGO

A

1. Cel éwiczenia®

Badanie wptywu efektu zyroskopowego na predkosci krytyczne wirnika Z/tyza‘ osadzong w
dowolnym miejscu bezmasowego watu. (0

2. Roéwnania ruchu tarczy osadzonej w dowolnym miejscu bezmasowvwalu

o_— %

Y1 y \ Rys. 1

Réwnania ruchu krazka osadzonego w dowolnym miej a wale (Rys.1):
- rownanie ruchu $rodka masy krazka:

‘$=p’ g (1)

- réwnanie ruchu dookota $rodka masy S:

K. i1 )
dt ‘

W statym uktadzie wspétrzednych na pomie (1) otrzymuje si¢
mi, =P
m, = P: Q )
mz, =P,

Ruch kulisty wzg. §rodka masy S mozna opisa¢ w dowolnym uktadzie osi ruchomych z
poczatkiem w srodka masy quz@ys.l). Réwnanie (2) przyjmuje wtedy postac:

dK, _
+@ XZZ-M 4)
dt u N

gdzie: @, — predkos¢ katgaga uktadu osi Sxyz.

Rzutujac (4) na kierunkl uktadu ruchomego otrzymuje sig:

k+a)K -0, K =M ; o)

dKZ +w K —owo K =M
dt xu y yu X 4
gdzie: M,‘ My, M, — sumy momentow sit dzialajacych na krazek wzg. osi uktadu ruchomego.
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-
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Dla dowolnego uktadu osi ruchomych z poczatkiem w §rodka masy S jest
Kx = wax - Bx)w} - szwz ’

Ky = B)'a)}' - Byxa)x - B)”w” ’ (

Kz = Bzwz - Bz,xwx - Bzywy s
gdzie: By, By, B, — masowe momenty bezwladnosci krazka wzgledem poszczeg6lnych osr

Byy, Bx,, By, -momenty odsrodkowe krazka wzgledem poszczegdélnych osi.

Korzystnie jest przyja¢ uklad ruchomy tak, by jedna z osi (np. z) stale pokrywata si¢ z osia symetrii
i obrotu krazka, ale ktéry nie obraca si¢ wraz z krazkiem wokét tej osi. Kraz raca si¢ wzgledem
osi z z predkoscia katowa @@ Wtedy sktadowe predkosci katowej krazka i predkosci katowej @,
uktadu ruchomego sa jednakowe. Zachodza wtedy nastgpujace réwnosci: v—

=0, 0, =@, ; w,=a, ;
B,=By=const.; By=By=B=const.; By=By,= B@ @)
Sktadowe kretu wzgledem osi ruchomych:
Ki=Bax; K,=Ba,; K,=Byw )
Uwzgledniajac (6), (7) i (8) w rdwnaniach (5) otrzymuje si¢ ~N
Bo +Boww, =M, k
Bd, - Bww, =M, 9

Bo =M. ~

Réwnania (9) wraz z réwnaniami (3) opisuja ruch ta wirnika. Ze wzgledu na to, Ze sztywnos$¢
osiowa walu jest zazwyczaj duza wzgledem sztywmgde® zginania, przemieszczenia osiowe mozna
pomina¢. Ponadto ostatnie réwnanie (9) opisuje jednostajny ruch obrotowy watu. Ostatecznie ruch

drgajacy tarczy wirnika jest opisany nastqpujalcymvadem rOéwnan:

mxg =P,

B¢)‘S_B0w¢x=My %

my, =P, (10)
Bp+Bwp, =M, A\

3. Predkosci krytyczne wirnika z t@

Po prawych stronach réwnan ruchu tarczy wirnika (10) wystgpuja sity i momenty sit reakcji watu
na tarczg. W celu okreslenia reakcji wykorzystano metod¢ wspdtczynnikow wptywowych.
Zostala wyznaczona macierz podasno$ci walu w miejscu osadzenia tarczy w nastgpujacej postaci

[ﬂ=ﬁa @ﬂ <2' (1)

5@5 5¢(0
gdzie: dyx- wspbtczyn tywowy wyrazajacy ugigcie walu wywotane sita jednostkowa,
Oxo- WSpOlczynnik wptywowy wyrazajacy ugigcie walu wywolane momentem jednostkowym,
Oox- WSpOic ik wplywowy wyrazajacy kat ugigcia watu wywotany silg jednostkowa,

Opx- WspOlczinik wplywowy wyrazajacy kat ugigcia watlu wywotany momentem

jednwwym.

Macierz odwrotna do macierzy podatno$ci (11) jest macierza sztywnosci
0 -0
RLJ§*=———J———{ v 5”} (12
k §xx§(0¢ - 5)((05% - o Xx



Po wprowadzeniu macierzy sztywnosci [k] réwnania (10) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

[ml{i, }+ G }+ [k Kr, }=0 (13)

gdzie: {rs}= {xs ¢s ys @) — wektor przemieszczen $rodka masy tarczy, %
{ro}={xw Ow yw goxw}T - wektor przemieszczen watu w miejscu osadzenia tarczy,
[m] — macierz bezwtadnosci,
[G] — macierz zyroskopowa. A\

Macierzowe réwnanie ruchu (13) zapisuje si¢ w postaci zespolone;j /\/
.. . . y
0 B D 0 - lBow D lk21 kzz ?, <
gdzie: u=x+iy; @=@+i@, X}
Y7
wt

u
Wskutek istnienia niewywazenia g S$rodek masy tarczy nie =Y
pokrywa si¢ ze $rodkiem obrotu (Rys.2) i wiruje wzgledem niego O —x>‘
predkoscig obrotu watu @, stad
U, =u, + ,U ez(wr+rc) Q) Rys. )

Os tarczy jest skoszona wzgledem osi obrotu o kat % stad k

i(wt+d)

o, =p,+7e ~ 9

m 0]f(i,) To 0o Tfu,) [k,
- +
5 el -malis) i

Drgania swobodne opisuje rozwigzanie gélne roéwnania jednorodnego (17). Drgania gtéwne

opisuja rozwigzania harmoniczne w postaci

u Uu,| .
wl_ w ey(at—ﬂ) (18)
¢M} {q%} A\

Po wstawieniu (18) do lewej strony=(l 7) z warunku istnienia niezerowych rozwiazan dotyczacych

amplitud drgan wynika

k,—a’m —ik
ik

" ~0 (19)

Ala) =

Bowa—-Ba’ +k,

12

Réwnanie (19) jest réwnalx; czestosci wlasnych wirnika. Gdy predkos¢ katowa @ osiaga
warto$¢ czestosci  wilasny amplitudy drgan rosna nieograniczenie. Rownanie predkosci
krytycznych mozna zapisac¥a podstawie (19) podstawiajac w= o

k, — @’ —ik
Aw) = 11 ' Q l 122 ‘:0 (20)
ik,, B,-B)w" +k,,

W postaci rozwiniQQr(ﬁwnanie predkosci krytycznych :

m(B, - B)yw' —~(B, - B)k,, —mky, | @ -k, ky, —k2)=0 1)
Pierwiastki réwnanta (21):

2
. = ﬁ _ k22 il ﬁ_ kzz +4 kukzz — k122 (22)
¢ m B,-B) 2\|m B,-B m(B, — B)

4{



4. Obliczanie elementéw macierzy sztywnosci watu z tarcza (Rys.3)

m, B

y
Wyznaczenie wyrazow pierwszego wiersza macierzy podatnosci (11)
P
EI
le—2a > N
YV ! W2
Reakcje na podporach (Rys.4): k
R+R,=P _
1 => g-p"9% R=-P%
Pa=R,l [ )
Réwnanie rézniczkowe osi ugietej belki: §

-dlax<a:

Ely, =-R, (l —x)+ P(a —x) = —Pg(l —x)Y;(a —x)

!
2 2
Ely =P%Y _pt i¢ <\
12 2
ax’ x A
Ely =P———-P—+Cx+
NEe e T T

-dlax>a: Q
Ely, =—R,(1-x)=-P2(I™)

l

2
ax

Ely, =P12—PaYc3
a x3

X
E1y2 :PYZ@7+C3X+C4

Warunki brzegowe i ww@j ciagtosci:

-dlax=0,y1= = C2=0
~dlax=1, y=0 = Cil+Cs=Pal’l3
-dlax=a,5Ly, = C-Ci=Pd2

-dlax:kylzyz = Cla—Cga—C4:—Pa3/3

State catkowemyarwyznaczone z uktadu réwnan (d):

3 2 3 3
al

c,=P>+pL_pLl . c,=PL4pPL C4=—P%

%3612 3 6l

Rys. 4

()

(b)

(©)

(d)

(e)



Koncowa posta¢ réwnan kata ugigcia i linii ugigcia:
-dlax<a:

ax’ x2 al a’ a’

EIyl'zPT?—P—+P—+P——P—

23 el 2 %
3

3 3 3
ax X al 2

Ely, =P2% _pX i pLyipl Pl (f)
16 6 3 6! 2
-dlax=2a:
* ax’ al a’
Ely,=P———Pax+P—+P—
12 3 6l
3 2 3 3
Ely, = P2 _pa s pU oy pt o pd (O (2)
I 6 2 3 61 6
Ugigcie waludlax=a: V'
4 3 2 4 _~H 3 272
Ely=pl_p2d pal _ @ z2altal’ P (h)
3/ 3 3 31 EI §?
Kat ugigcie watudlax=a :
3 3_n.2 2 )
By =pXpaptl o g2l R i

31 EI ~
Przyktadowo na podstawie (h) i (i) wyznaczono ugigcie watu @ugiqcia dla a = I/4.
Ugiecie watu dlaa = 1/4 :

__3 P N 0

V=056 EI

Kat ugiecie walu dla a = 1/4 : s

._1 PP

- (k)

YT E g

Wyznaczenie wyrazow drugiego wiersza macie%nodatnos’ci (11)
M
T\ A E X
R
2 Rys. 5

Reakcje na podporach (Rys.5):

RI+M =0 _ __ M. g M )

RI-M =0 ! !
Réwnanie rézniczkowe gietej belki (Rys.5):

-dlax<a:

Ely, =-R, x 54&
Ely = L\’l& C (m)
M1 ) 1

3
Ely, %’% +Cx+D,



-dlax>a:

Ely;z—Rlx—M=¥x—M

2
E1y‘2=¥%—Mx+c2 (‘%

Elyzzﬁxi—M)C—2+C2)c+D2 *
I 6 2
Warunki brzegowe i warunki ciagtoscei: /\/
-dlax=0,y1=0 :>D1=0
-dlax=1, y,=0 = G l+Dy=MP3 (/) (0)
-dlax=a, y/’ =y = Ci=-Ma+C,
-dlax=a, yi=y = Cia=-Md2+Cya +D, v—

Stale catkowania wyznaczone z uktadu réwnan (o0):

2 2 2
C1=M—Z+Ma —Ma; szM—l+Ma ; D2:—Ma (p)
3 21 3 21 2 é

Koncowa posta¢ réwnan kata ugigcia i linii ugigcia:

~N

-dlax<a: k
M

L M X Ma’
Ely == 420029 g

12 3 21 ~ )
3 2
EIy1=KX—+ M—I+M7a—Ma X
I 6 3 21
-dlax2a: 2
2 2
Ery, =M Xy ML Ma
[ 2 3 21 (s)
3 2 2 2
Ely, =M >y [ ML Ma ]\ Ma
[ 6 2 3 21 2
Ugiecie waludlax =a : Q

3 2 _q 2
y= 2a’ +al 3a°l ﬂ (t)
31 EI
Kat ugigcie waludlax=a : v—
2,72
_ 3a” +1 3al % (V)
31 EI

Przyktadowo na podstawie (t) 1 (v) wyznaczono ugigcie watu i kat ugigcia dla a = I/4.

Ugigcie watu dla a = /-

2
y= L M1 (W)
32 EI
Kat ugigcie wal%la a=1/4:
T
=/ M7 X
T )

Przyktadowa zacierz wspotczynnikow wptywowych (macierz podatnos$ci) dla a = I/4 ma postac:

4{



3roar 3roar
{y}z[dl 512}[1’}: 256 E1 32E1 || P| => [5]=| 256 EI 32 EI (¥)

v |8, Oy||M 1> 71 ||M 17 71
NE WEH NE WH <
Odpowiadajaca macierz sztywnosci:
7 1 17
[k]=|:k“ k121|=1|: 522 _51{|: &E _55 %)
k, ky,| A|l-6, I, Al 1 I’ 3 r
BEH eH N/
gdzie: A= 511 522 - 5122=iL %
4096 E°I*
7 1 1 72 1792 123
k=206 EL*| 4gEr  32E|_| 150 SU|EI V' @

st |_1r 3123 48y
32El 256 EI 5005 s

5. Przebieg ¢wiczenia

~N

1) Stosujac metode Rayleigh’a wyznaczy¢ ogdlna formulg ppisujaca i-ta czgstos¢ drgan wiasnych
gictnych obustronnie podpartego walu z tarcza, przed&ﬂlonego na Rys. 6, dla dowolnego
polozenia tarczy wzgledem podpor (odleglosé a).

Przyja¢ nastepujace dane liczbowe: ~
m = 1,260 kg — masa tarczy;
my = 0,139 kg — masa watu; ;?
[ =0,63 m — dlugos¢ watu;
d = 0,006 m — $rednica walu;
E=2,1x 10" Nm™? — modut Younga. v.

m Réwnanie linii ugigeia watu:
O | X

E — .

y(x) = Asin?

S
Il

2) Poréwnaé¢ otrzymane wyniki obliczen czgstosci wlasnych z obliczeniami dokonanymi przy
pomocy szablonu arkusz kulacyjnego Excel z zastosowaniem wspodtczynnikoéw wplywu
oraz przeprowadzi¢ analiz¢ Wptywu efektu zyroskopowego na predkosci krytyczne wirnika dla
réznych miejsc osadzepda tarczy na wale.

3) Dokona¢ obserwacyjn®gp pomiaru 1-szej czgstosci krytycznej na stanowisku eksperymentalnym
dla wybranych mieg'sc osadzenia tarczy na wale.

4) Przeanalizowaé iadczalnie wptyw efektu zyroskopowego na predkosci krytyczne dla
r6znych miejsc osad¥enia tarczy na wale i pordwna¢ z wynikami obliczen.

5) Sformutowaé zz'}ski.
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