Cwiczenie 3

WYZNACZANIE ZREDUKOWANEGO MOMENTU BEZWLADNOSCI
UKLADU MECHANICZNEGO
| MASOWYCH MOMENTOW BEZWEADNOSCI TARCZ KOLOWY CH

3.1. Cd éwiczenia

Cdem ¢wiczenia jest doswiadczalne wyznaczenie zredukowanego momentu bezwtadnosci ruchomych €ementow
wciagarki oraz doswiadczalne okreslenie momentéw bezwtadnosci kotowych tarcz.

3.2. Wprowadzenie

W abliczeniach dynamiki maszyn analizujac ruchu ciata sztywnego nalezy zna¢ rozktad mas w cide. Rozktad
masy okresla si¢ za pomoca wielkosci charakterystycznych dla danego ciata takich jak: potozenie srodka masy, mo-
menty bezwtadnosci, momenty dewiacyjne.

Réwnania ruchu ztozonego uktadu mechanicznego tworzone sa najczescigl metoda Newtona-Eulera. Polega ona
na podziale uktadu na poduktady i napisaniu réwnan ruchu dla kazdego poduktadu. Dodatkowe réwnania wynikaja z
zaleznosci kinematycznych. Otrzymana w ten sposob liczba rownan jest zazwyczaj znacznie wigksza niz liczba stop-
ni swobody rozpatrywanego uktadu.

Proces zmnigszania liczby réwnan, poprzez rugowanie kolgnych niewiadomych przyspieszen, nazywa si¢ re-
dukcja uktadu. Redukcje mozna prowadzi¢ az do otrzymania takig liczby réwnan ruchu, jaka jest liczba stopni swo-
body uktadu (minimalna liczba réwnan opisujacych ruch uktadu mechanicznego jest réwna liczbie stopni swobody
uktadu.) Wspdtczynniki wystepujace przy przyspieszeniach w réwnaniach ruchu (po przeprowadzeniu redukcji)
nazywa sie masami zredukowanymi i zredukowanymi momentami bezwtadnosci. Masa zredukowana (m req) jest
wspotczynnikiem, ktory jest mnozony przez przyspieszenie (p;), a zredukowany moment bezwtadnosci (Jgreq) WySte-
puje przy przyspieszeniu katowym (&)).

Uktad o jednym stopniu swobody mozna zredukowa¢ do jednego rownania, w ktérym wystapi tylko jedno przy-
spieszenie (p) i masa zredukowana lub przyspieszenie katowe (e) i zredukowany moment bezwtadnosci.

Stanowiskiem badawczym do eksperymentalnego okreslenia zredukowanego momentu bezwtadnosci oraz mo-
mentéw bezwiadnosci wybranych ciat jest model wciagarki o jednym stopniu swobody.

Bilans energii kinetyczng ruchomych eementow weciagarki i analiza kinematyczna uktadu, pozwala na okreslenie
zredukowanego momentu bezwtadnosci ruchomych edementéw do osi obrotu jednego z cial. Wykorzystuje sie go
réwniez do wyznaczenia momentow bezwtadnosci tarcz kotowych. Okreslone doswiadczalnie wartosci momentow
bezwtadnosci tarcz poréwnywane sa z wartosciami obliczonymi teoretycznie.

3.3. Opis stanowiska badawczego

3.3.1. Budowa modelu wciagarki

Ogdlny widok modelu wciagarki jest przedstawiony na rysunku 3.1. W metalowej odbudowie wciagarki (12)
umieszczono dwa watki oznaczone jako | i 11. Nawatku | (15) osadzone jest mate koto zebate (1), stalowy walec (3)
i koto hamulca (4). Do czota kota hamulcowego mocowane sa tarcze kotowe A i B o masach my i mg, ktérych mo-

Autorka ¢wiczenia M. Kazimier ska-Gr ebosz, rysunki B. Mianowski, redakcja: K. Januszkiewicz, J. Grabski



Wyznaczanie zredukowanego momentu beawfadnosci ukfadu mechanicznego...

menty bezwtadnosci maja by¢ wyznaczone doswiadczalnie. Tarcze przedstawiono na rys.3.2. Na koto hamulca na-
winieta jest linka opasujaca ruchomy krazek (8) z obcigznikiem (9) o masie m;. Nawatku 11 (16) osadzone jest duze
koto zebate (2) i rowkowany beben (10), na ktory nawinieta jest linka obciazona ciatem (11) o masie np.

1 — koto zebate mate,
2 — koto zebate duze,
3 —walec,

4 — koto hamulca,

5 — dzwignie hamulca
szczekowego,

6 — sprezyna hamulca,
7 —luzownik
eektromagnetyczny,

8 —ruchomy krazek,
9 — obciaznik 0 masie my,
10 — beben linowy,
11 — obcigznik o masie m,
12 — obudowa wciagarki,
13 — czujniki optyczne:

a) gorny, b) dolny,
14 — stojak,
15 —walek |,
16 —walek |1
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Rys. 3.2. TarczaA i tarczaB Rys. 3.1. Stanowisko badawcze - model wciagar ki
3.3.2. Opisruchu elementéw modelu i zasada pomiar 6w

Ciato 0 masie my poruszajac si¢ W dot przebywa drogg s;, a ciato masie mp w tym samym czasie przebywa w go-
re droge S,. Wciagarka umieszczona zostata na stojaku (14), do ktérego przymocowano dwa czujniki optyczne (13).
Odlegtos¢ miedzy czujnikami stanowi droge s,. Ciato 0 masie m, przechodzac pomiedzy czujnikami dolnymi i gér-
nymi zastania strumienie swietlne i tym samym wytwarza impulsy przekazywane przez fototranzystory na uktad
wyzwalgjacy, ktéry steruje luzownikiem € ektromagnetycznym hamulca szczekowego i miernikiem czasu. Na mierni-
ku jest odczytywany czas, w jakim ciato 0 masie mp, przebywa te droge. Sygnat z gérnego czujnika zwalnia luzownik
eektromagnetyczny (7) hamulca szczekowego (5) zatrzymujacego caty uktad. Przycisk znajdujacy sie na stole przy
stoisku badawczym stuzy do zwalniania hamulca poprzez luzownik.
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3.4. Podstawowe zaleznosci teor etyczne
3.4.1. Pojecie zredukowanego momentu bezwladnosci

Zredukowanym momentem bezwfadnosci uktadu mechanicznego o jednym stopniu swobody do cztonu napedo-
wego (poruszajacego Sie z predkoscia katowa W w okreslong chwili t), nazywa sie moment bezwtadnosci takiego
fikcyjnego ciata, ktore posiadatoby energic kinetyczna réwna sumie energii kinetycznych wszystkich eementéw
uktadu w teg samg chwili t.

Wykorzystanie pojecia momentu zredukowanego (J,, ) pozwala na przedstawienie energii kinetyczng uktadu o

jednym stopniu swobody jako

E:%Jredwf (1)
oraz dynamicznego réwnania ruchu uktadu w postaci

‘]redel =M red’ (3'2)
gdzie
Jred — zredukowany moment bezwtadnosci,
w1 — predkosci cztonu napedowego,
&1 — przyspieszenia cztonu napedowego,

Mg  — zredukowany moment napedowy.

3.4.2. Wyznaczenie zredukowanego momentu bezwladnosci ukladu na podstawie energii
kinetyczng

Przeprowadzmy redukcje momentu bezwtadnosci mechanizmu wci %gaki do osi obrotu watka |l (rys. 3.3).

o ()
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Rys. 3.3. Schemat kinematyczny modelu wciagar ki

Przyjmijmy, ze watek | posiada w chwili t predkos¢ katowa w;. Energia kinetyczna mechanizmu wciagarki jest
suma energii wszystkich poruszajacych sie ciat. Energia kinetyczna ciat osadzonych nawale | (rys.3.4-a) wynosi

1
E1:§(J1+J2+J3+J4)W121 (3.3)

gdzie: J; —moment bezwtadnosci kota zgbatego (1),
J, —moment bezwtadnosci walca (3),
J; —moment bezwtadnosci kota hamulca (4),

J,,— moment bezwtadnosci watka |l (15),
(wszystkie momenty bezwtadnosci wyznaczane sa wzgledem osi 1).



Rys. 3.4. Watki wciagar ki wraz z osadzonymi na nich elementami
a) walek 1, b) watek |1

Energia kinetyczna ciat osadzonych nawalell (rys.3.4-b) wynosi:
1
E2:§(J5+J6 +J,)w;, (3.4)

gdziee w, —predkos¢ katowa watkall,

J; —moment bezwtadnosci kota zebatego (2),

J ¢ —moment bezwtadnosci bebna linowego (10),

J, —moment bezwtadnosci watka Il (16),

(wszystkie momenty bezwtadnosci wyznaczane sa wzgledem osi 11).
Migdzy predkosciami katowymi W, i w; istnige nastepujaca zaleznos¢
WZ = Wl i '
2

gdzie z, i z, - liczba zgbow odpowiednio kota zgbatego (1) i (2).
Po podstawieniu tg zaleznosci do (3.3) otrzymuje sie

.2
&Z 0
E, :%wf 11 (3 +3,+3,). (3.5)

2,3

Energia kinetyczna ciata 0 masie m, i talerzyka o masie m, wynosi:

1 1 (3.6)
Es :Emtz sz +§m2 V221
gdzie v, — predkos¢ ciata 0 masie m,, przy czym
— — Zl
Vo =Wy fg =Wy — T,
2
w ktorym r,— promien bebna linowego.
Zatem
2
1 0 )
B = Wity g%; (m, +m,) (3.7)
Energia kinetyczna krazka ruchomego (8), ciata o masie m, i talerzyka o masie m, wynosi
1 1 1 1
E, :Emkrvlz +§‘]8W§ +§m1V12 +§mt1V12’ (3.8

gdzie vi—predkosé¢ srodka masy krazka ruchomego,
W, — predkos¢ katowa krazka ruchomego,

m,, —masa krazka ruchomego,



Cwiczenienr 3

Jg —moment bezwtadnosci krazka ruchomego wzgledem jego osi obrotu
Predkos¢ katowa krazka ruchomego i predkosé¢ srodka masy tego krazka okreslaja zaleznosci

w, = W, s ’
21,
W, r
V, SW, T, 12 2,
w ktorych: r, - promien kota hamulca,
I, - Promien Krazka ruchomego.
Po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci w (3.8) otrzymuje sie
1 J8
E,=wir gmkr +m + mu_ (3.9)
8 kr (%]

Energia kinetyczna wciagarki (E; + E; + E3 +E4) w funkcji W, wyraza sig¢ wigC nastepujaco
2

€ o
E:;wf(:eJ1+J2+J3+J4+a21i(J5+J6+J7)+
g L0
.2 ] (3.10)
&z, 0
‘6tz (m,+m,) gmw Tem em,? g-

20
Aby energia kinetyczna fikcyjnego ciata, umieszczonego na osi watka | byta rowna energii rzeczywistego uktadu
opisanego wzorem (3.10), warto$¢ momentu bezwtadnosci ciata powinno by¢ réwna wartosci obliczoneg ze wzoru:
.2
0
T (JS +J6 +J7)+

3 =3, +3,+,+d,+oa2
2,y
(3.11)

+r2a1_ (mtz"'mz) 1[‘ gmkr+J8+m1+m 9
Z, g Mo 7}

Wzér (3.11) okresla zredukowany moment bezwfadnosci (do watka I) ruchomych dementow wciagarki

3.4.3. Wyznaczanie zredukowanego momentu bezwladnosci wciagar ki
W celu doswiadczalnego okreslenia zredukowanego momentu bezwtadnosci J,, ruchomych dementow wcia-

garki, postuzymy sie zaleznoscia (3.1)
J red €= M red

red j€St Momentem sit zewngtrznych, zredukowanych do osi watka | oznaczonym jako M, ,

Dla moddlu wciagarki M
za$ @ przyspieszeniem katowym watka | oznaczonym jako €, , zatem
(3.12)

Jye=M,.

Moment sit zewngtrznych jest rowny sumie algebraicznej: momentéw sit cigzkosci ciat o masach m, i m, wraz
z talerzykami 0 masach m, i m,,, momentowi sity cigzkosci krazka ruchomego o masiem,, oraz momentowi opo-

réw mechanizmu
Z
—- M, (3.13)

+m, +m
m, =B g, 2
2




gdzie: M, —moment oporow mechanizmu, ktéry jest wyznaczany doswiadczalnie, w sposob omowiony
w punkcie 3.5.1,
g — przyspieszenie ziemski.

Celem wyznaczenia przyspieszenia €, w doswiadczeniu mierzony jest czas t, w jakim ciato o masie m, prze-
bywa droge S, . Przy zatozeniu ruchu jednostajnie przyspieszonego bez predkosci poczatkows istnigja wobec tego
nastepujace zaleznosci

_ Pt _eht ety 2

S, ,
2 2 2z
gdzie: p,- przyspieszenie ciata 0 masie m,,
€, - przyspieszenie katowe watka 1,
astad:
_2517 _
1 I, tzz 2, (3.19)
Wykorzystujac wzory (3.13) i (3.14) w zaleznosci (3.12) otrzymuje sig
Jy = g(ml tm, tmg )g 3 Iy az1_g_ (mz + mtz)g ry g@_g M, r_bgz_lgdtzz_ (3.15)
é 4s, Z, 4 2s, Z, 4 2s, &z, &

Zredukowany do osi watka | moment bezwtadnosci J,., poruszajacych sig ciat mozna zatem wyznaczy¢ do-

$wiadczalnie mierzac czas t, dla réznych wartosci masy my i ustalongj wartosci masy m, (przyjmujac za znane
wszystkie pozostate wiglkosci wystepujace we wzorze 3.15).

3.4.4. Wyznaczenie momentow bezwladnosci tarcz kotowych

Wzdr (3.11) okresla zredukowany moment bezwtadnosci ruchomych eementéw wciagarki bez dodatkowych
tarcz A i B. Jezdi na watku | wciagarki (na ktéry dokonujemy redukcji) zamocuje sie tarcze A lub B to moment
zredukowany bezwtadnosci takiego uktadu bedzie wynaosit:

JredA = Jred + JA’
JredB = Jred +JB’ (316)
gdzie
J , - moment bezwtadnosci tarczy A wzgledem osi centralng prostopadtej do ptaszczyzny tarczy,
J; - moment bezwtadnosci tarczy B wzgledem osi centralng prostopadtej do ptaszczyzny tarczy.
Zatem momenty bezwtadnosci tarcz mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

JA:JredA' Jred’ (317)
JB:JredB' Jred' -

WidkosCi Jreq a, Jrea g podobnie jak i Jieq Okresla sie doswiadczalnie bazujac na zaleznosci (3.15).

3.5. Przebieg pomiarow

3.5.1. Wyznaczenie momentu opor éw mechanizmu wciggarKi
W celu wyznaczenia momentu M, oporow mechanizmu nalezy wykona¢ nastepujace czynnosci:
Zalozy¢ natalerzyku (9) krazka ruchomego ciezarki wskazane przez osobe nadzorujaca.

Zwoalni¢ hamulec naciskajac na dzwignie hamulca (5); uktad powinien pozostawaé w spoczynku mimo zwolnie-
nia hamulca.
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3. Odgmujac stopniowo ciezarki z talerzyka doprowadzi¢ do wystapienia jego ruchu do gory.

4. Pusci¢ dzwignie hamulca, aby zatrzymaé uktad; zanotowaé w tabeli 3.1 wartos¢ masy (mg)min Cigzarkow znajdu-
jacych sie natalerzyku krazka ruchomego w chwili wystapienia ruchu.

Ponownie zatozy¢ na talerzyku krazka ruchomego ciezarki wskazane przez osobe nadzorujaca.
Zwolni¢ hamulec reczna dzwignia; caty uktad powinien pozostawac w spoczynku.

Dodajac stopniowo ci¢zarki doprowadzi¢ do wystapienia ruchu uktadu w strone przeciwna anizeli poprzednio tj.
obciazony talerzyk winien porusza¢ si¢ w dot.

8. Pusci¢ dzwigni¢ hamulca, aby zatrzyma¢ uktad; zanotowa¢ w tablicy 3.1 warto$¢ masy (Mp)max CigzarkOw
umieszczonych na talerzyku krazka ruchomego w chwili wystapienia ruchu.

9. Pomiary (Mo)max i (Mo)min POWLOrzy¢ trzykrotnie.

10. Obliczy¢ srednie wartosci obydwu mas, uruchomié¢ program CW3.EXE, a nastepnie wprowadzi¢ dane do pro-
gramu (mozna tez skorzysta¢ ze wzoru z tabeli 3.1) i zanotowa¢ obliczona wartosé¢ momentu oporéw.

3.5.2. Wyznaczanie zredukowanego momentu bezwltadnosci ruchomych elementéw wciagarki

1. Pod nadzorem osoby prowadzaceg ¢wiczenie wiaczy¢ zasilacz czujnikdw i miernik czasu.

2. Wkreci¢ sruby do mocowania tarczy w koto hamulca.

3. Zatozy¢ natalerzyku (9) krazka ruchomego zestaw obciaznikOw zapewniajacy uzyskanie pierwszeg - ze wskaza-
nych w dokumentacji stoiska - wartosci masy m, .

4. Ustawi¢ talerzyk (11) (z natozonym cigzarkiem o masie m, =1,45Kkg - ten w czarnym kolorze) troche ponizej
linii optyczne gorng fotokomarki.
Whaczy¢ zasilacz luzownika (czarna obudowa).

Pokrecajac kotem wciagarki (przy zwolnionym hamulcu) ustawi¢ talerzyk (11) (z natozonym ciezarkiem o masie
m, =1,45kg - ten w czarnym kolorze) tuz pod linia optyczna dolng fotokomdrki (na wskazniku zapala si

wowczas zielona dioda).

7. Kiedy na wyswietlaczu miernika czasu ukaze sie komunikat Rozpocznij pomiar nacisnaé przycisk ENTER - na
wyswietlaczu pojawi sie¢ komunikat: CZEKAM NA START.

8. Po upewnieniu si¢, ze talerzyki sa nieruchome nacisna¢ i hatychmiast anvolni¢ przycisk luzownika eektromagne-
tycznego (pomarasiczowy w biaej obudowie).

9. Zapisa¢ wskazanie miernika czasu w tabeli 3.2.

10. Powtdrzy¢ kroki 6, 7, 81 9 trzykrotnie.

11. Opisanewyzg czynnosci wykona¢ dla dwoch nastepnych (zadanych) wartosci mas m, .
3.5.3. Wyznaczanie momentow bezwladnosci tarcz A i B

1. Zamocowaé dwoma srubami na kole hamulca (4) tarcze A i wykona¢ czynnosci opisanew punkcie 3.5.2.
2. Odkrecic tarczg A, zamocowa tarczg B i wykona¢ czynnosci opisanew punkcie 3.5.2.
Po zakonczeniu wszystkich pomiarow nalezy odkreci¢ tarcze, zdja¢ obciazniki z talerzyka krazka ruchomego,
wytaczy¢ miernik czasu i zasilacze oraz uporzgdkowac stoisko.
3.6. Opracowanie wynikow pomiarow i sprawozdanie

3.6.1. Obliczenia pomocnicze

Obliczy¢ wartosci érednie czasu t, i cdlem wyznaczenia momentu zredukowanego wprowadzi¢ dane do programu
komputerowego, albo uzyé ponizszego wzoru (dlam, = 1,45 kg, wynik w kg n¥):

J..o =(0,002053 m, [kg]- 0,0017042- 0,013954M , [Nm] )t [s].



Whpisa¢ wyliczone wartosci do tabdi 3.2. i wykorzystujac otrzymane wyniki wyznaczy¢ momenty bezwtadnosci
tarcz A i B. Obliczy¢ nastgpnie teoretyczne wartosci (w sposob przyblizony i doktadny) momentéw bezwiadnosci
tych tarcz. Wymiary i parametry obydwu tarcz sa hastepujace.

Tarcza A

gestosé materiatu: p = 7028 kg/m’
masa tarczy: m = 1,175 kg

¢71
$150

Tarcza B

gestosé materiatu: p = 7877 kg/m’
masa tarczy: m = 0,849 kg

¢85 )

£
$71
$120

9,5

Na koniec wyznaczy¢ takze réznice wzgledne wartosci eksperymentalnych i teoretycznych momentow bezwiad-

nosci tarcz.

3.6.2. Sprawozdanie

W sprawozdaniu z ¢wiczenia nalezy zamiescié:
a) temat i cd ¢wiczenia,
b) zestawienie wynikéw pomiaréw i obliczen w tabelach 3.1 3.2,

) obliczeniaréznic wzglednych wartosci eksperymentalnych i teoretycznych momentéw bezwtadnosci tarcz,
d) obserwacjei wnioski z przeprowadzonego ¢wiczenia.

3.7. Pytania sprawdzajace

1. Podaj definicje masowych momentow bezwfadnosci ciafa wzgledem: osi, pfaszczyzny i punktu.

2. Sormufuj twierdzenie Seinera dotyczgce masowych momentéw bezawfadnosci.

3. Cotojest zredukowany moment bezawfadnosci?

4. Naszkicuj schemat kinematyczny modelu weiggarki i okresl rodzaje wystepujqcych ruchéw; dla elementu poru-
szajqcego Sie ruchem pfaskim wskaz pofozenie chwilowego srodka obrotu.

Tabela 3.1. Moment opor 6w mechanizmu wciggar Ki

Masaminimalna | Masamaksymalna Moment oporéw mechanizmu
L. P- (mo) min (mo) max Mt
kg kg N m
1
2 M t = 0’07358[(”[))% - (rrb)mn]
3

Wartosci srednie
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Tabela 3.2. Masowe momenty bezwladnosci

Zredukowany . .
Masa Czas . Momenty bezwtadnosci tarcz A i B
moment bezwtadnosci y
my t, Jre? 0 I0° Js10°
S kg m? kg m? kg m?
kg bez eksperyment (wzor 3.17) m?éng;t
bez tarcz |ztarcza A |ztarcza B tarczy ztarcza A |ztarcza B kolgne Wartose teoria kolgne | wartosé teoria
pomiary srednia pomiary | $rednia
przyblizona przyblizone
$redni czag
doktadna doktadna
$redni czag
$redni czag

Dane liczbowe
Masy talerzykéw i krazka ruchomego: my = 0,34 kg, m, = 0,54 kg, m = 0,385 kg.

Promienie bebna, kota hamulca i krazka: r, = 36 mm, rz = 30 mm, r,, = 40 mm.

Momenty bezwtadnosci bebna, watkéow, kot zebatych i hamulca oraz krazkéw: J, = 0,613 x10 *kg m’,
J, = 1661 x10°kg m*, J, = 1,378 x10"°kg m*, J, = 0,317 x10 *kg m’,

2,988 x10°kg m?, J, = 2,268 x10°kg m*, J, = 0,293 x10 *kg n7,

= 4,019 x10 *kg nv.

[ S
© o
| 1

Liczby zebdw koét: z = 28, z, = 86 oraz droga talerzyka: s, = 0,42 m.



