Cwiczenie 7

Identyfikacja oporu wiskotycznego z uwzglednieniem wplywu tarcia
suchego

Cel ¢wiczenia:

Estymacja wspoiczynnika tlumienia wiskotycznego z uwzglednieniem wplywu tarcia
suchego (Coulomba) na podstawie przebiegdw czasowych drgan swobodnych
thumionych z wykorzystaniem zmodyfikowanej koncepcji dekrementu ttumienia.

1. Wprowadzenie

Tlumienie drgan jest jednym z przejawOw rozproszenia energii mechanicznej
nieodlgcznie zwigzanym z ruchem uktadéw mechanicznych. Od dawna interesowano si¢
procesami ttumienia. Rozwdj badania drgan wptywa takze i na badanie proceséw ich
tlhumienia. Badanie tlumienia jest jednak opdznione w stosunku do innych aspektow
badania ruchu drgajacego. Tak si¢ sktada, ze sity ttumigce sa mate w stosunku do innych
sit, a jednocze$nie ich matematyczny opis jest bardziej zlozony, dlatego w pierwszym
przyblizeniu z reguly tlumienie pomijano. Nastepnym krokiem jest wprowadzenie
tlhumienia liniowego wiskotycznego, co ulatwia analize. W rzeczywistoSci procesy
powodujagce thumienie drgan sg bardzo ztozone i wiedza o nich jest niepetna. Z drugiej
strony, rola tlumienia jest duza, cho¢ nie zawsze doceniana. Stosowanie specjalnych
thumikéw powoduje zwigkszenie kosztu wytwarzania i eksploatacji maszyny, a tlumiki
stajg si¢ dodatkowym zZrédlem klopotéw. Nalezatoby dazy¢ do uwzglednienia w
maksymalnym stopniu naturalnych sposobow tlumienia, a eliminowania specjalnych
thumikéw tam, gdzie nie jest to konieczne. Wymaga to dobrej znajomosci thumienia drgan
1 podstawowych mechanizméw rozpraszania energii wptywajacych na drgania.

Generalnie w uktadach mechanicznych mozna wyrézni¢ trzy podstawowe rodzaje
thumienia:

1) tlumienie wiskotyczne,

2) tarcie suche,

3) tarcie wewnetrzne.

Z punktu widzenia dynamiki ruchu drgajacego kluczowe znaczenie majg dwie
pierwsze z wymienionych sit oporu, ktére sg szczegélowo opisane ponizej.

2. Thumienie drgan liniowym oporem wiskotycznym

Wezmy pod uwage uklad o jednym stopniu swobody, o liniowej charakterystyce
sprezyste] 1 liniowym tlumieniu. Charakterystyka tlumienia jest liniowa funkcja
predkosci

R(x)=cx. (2.1)

Tlumienie tego rodzaju wystepuje przy ruchu cial w ptynie lepkim przy nieduzych
predkosciach. Ten opis tlumienia moze by¢ z wigkszym lub mniejszym przyblizeniem



stosowany do opisu thumienia wielu uktadow. Ze wzgledu na tatwos¢ analizy jest szeroko
stosowany, jako sposOb zastepczy dla przyblizonego opisu tlumienia przy bardziej
zlozonych zjawiskach tlumienia. Rownanie ruchu tlumionego wiskotycznie uktadu o
jednym stopniu swobody) ma postac:

nx+cx+ke =0, (2.2)

gdzie: m — jest masa, ¢ — wspOtczynnikiem oporu lepkiego, k —wspoiczynnikiem sity
sprezystosci (sztywno$¢). ROwnanie to sprowadza si¢ do postaci

¥+2hx+@’x =0, (2.3)

2

gdzie 2h=£, w =£.
m m

Rozwigzania szczegdlne rownania (2.3) mozna poszukiwa¢ w postaci funkcji
wyktadniczej:

x=e", x=re", ¥=rle". 2.4)
Po podstawieniu rownan (2.4) do réwnania ruchu (2.3) otrzymujemy:
r’+2h+0’ =0. (2.5)

Réwnanie (2.5) jest rozwigzaniem charakterystycznym i posiada dwa pierwiastki:
h,=—hxh’ —a’. (2.6)
Catka ogdlna réwnania (2.3) jest kombinacjg liniowg rozwigzan szczegdlnych
x=Ce" +C,e™, (2.7)

gdzie C; 1 C; to dowolne state catkowania.

Przebieg ruchu przedstawiony jest na Rys. 1.1. Wida¢, ze ruch ma cechy gasngcego
ruchu drgajacego. Charakter rozwigzania rOwnania zalezy od stosunku parametrow h
oraz @

1) jezeli h>aw@ to x(t)=ce™ +c,e™, jest to przypadek tlumienia
nadkrytycznego (dwa pierwiastki rzeczywiste iujemne r, i 1, );

2) jezeli h= @ to x(t)=c,e”™ +c,e”™, jest to przypadek ttumienia krytycznego
(Jeden podwojny pierwiastek r, = r, = —h);

3) jezeli h< @ to jest to przypadek tlumienia niezbyt intensywnego, za to ma on

zasadnicze znaczenie w drganiach (istnieja woOwczas pierwiastki zespolone
rOwnania (2.5) r,r, =—htiw,), gdzie:

@ - = a,. 2.8)



Symbol ay oznacza czestos¢ kotowg drgan swobodnych ttumionych.

X(t) ! -hT

Xo b

Rys. 1.1. Ruch uktadu tlumionego wiskotycznie

W przypadku trzecim (h< @) istotne znaczenie odgrywa wielkos¢ zwana
logarytmicznym dekrementem tlumienia. Ma ona praktyczne zastosowanie w
wyznaczaniu wspOiczynnika tlumienia h. Logarytmiczny dekrement tlumienia
wyznaczany jest ze wzoru

O e —hT (2.9)
x(t+T)

=In
Jest to stosunek dwoch kolejnych amplitud w czasie gdy uktad wykona peten cykl.
Logarytmiczny dekrement ttumienia okresla szybko$¢ zanikania drgan.
Z powyzszych rozwazah wynika, ze pojecie okresu drgan swobodnych
thumionych wyraza si¢ wzorem

r="-_% (2.10)

3. Tlumienie drgan tarciem suchym

Przy analizie drgan uktadow mechanicznych, tltumionych tarciem suchym, przyjmuje si¢
zwykle, Ze sila tarcia ma wartos$¢ stalg. Jest to stluszne w przypadku, gdy nacisk migdzy
powierzchniami ciernymi jest w czasie ruchu staty.



Sita tarcia F, jest opisana wzorem
F, = Fsgn(x), 3.1)

gdzie F = Ny =const, y—wspoélczynnik tarcia, N — sita nacisku.

Takie najprostsze zdefiniowanie sily tarcie jako stalej funkcji predkosci wzglednej
jest zgodne z klasycznym modelem Coulomba.

Jezeli uktad taki, wychylony z potozenia r6wnowagi, wykonuje ruch pod dziataniem
sity sprezystej f(x), to sile P, przeciwng do czynnych sit dziatajacych na mase m okresli¢
mozna wzorem

P =-mx= f(x)+ Fsgn(x). (3.2)

Biorac pod uwage swobodny ruch uktadu z tarciem suchym i ograniczajac si¢ do
liniowe] sily sprezystej oraz pomijajac tarcie wiskotyczne otrzymamy rozniczkowe
rOéwnanie ruchu w postaci

mx+ kx+ Fsgn(x)=0. (3.3)
Przyjmijmy warunki poczatkowe
x(0)=x,, x(0)=x,. (3.4)

Aby ruch mégt si¢ rozpocza¢, sita sprezysta musi by¢ wieksza od oporu tarcia. Musi
by¢ wtedy spetniony warunek

kx, > uN , (3.5)
czyli

% >%=xk (3.6)

Jezeli warunek (3.6) nie jest spelniony, cialo pozostanie w spoczynku. Zatézmy, ze
warunek ten zostat spetniony. Cialo rozpoczyna wtedy ruch w lewo. Poniewaz przy tym
ruchu predkos¢ jest ujemna, rownanie ruchu ma postac

nﬁ:—m+ﬂN=—%}—%g]:—Mx—n) 3.7)
Dzielgc stronami przez m i 0znaczajac
k
w=,— (3.8)
m

sprowadza si¢ rOwnanie do postaci
i+ (x—x,)=0. (3.9)



Podstawiajac
x—x,=¢ (3.10)
otrzymuje si¢ rOwnanie

E+a’é=0, (3.11)

czyli réwnanie drgan harmonicznych prostych. Na podstawie teorii réwnan
rézniczkowych zwyczajnych mozemy napisaé rozwigzanie ogé6lne roéwnania w
nastepujacej postaci

& =C, cosar +C, sin ax. (3.12)
W zwiazku z tym

x=x, +C,cosax+C,sin ax. (3.13)

Uwzgledniajgc warunki poczatkowe dla kolejnych cykli ruchu i na tej podstawie
wyznaczajac stale C; 1 C, otrzymujemy nastepujace s3 nastepujace rozwigzanie (patrz
pozycja literaturowa [1]) opisujace ruch rozpatrywanego oscylatora ciernego:

X, = (x, = (4n—1)x, )Jcosar — x, , (3.14)

gdzie n to liczba cykli ruchu, a 7T to okres drgan, ktory jest rowny okresowi drgan
swobodnych bez tarcia przy tej samej masie 1 stalej sprezyny

T:Z—”:M\/E. (3.15)
W k

Rys. 2.1. Ruch uktadu thumionego tarciem suchym



Przebieg drgan tlumionych tarciem suchym przedstawiony jest na Rys. 2.1. Jezeli
ruch rozpoczat si¢ od polozenia x,, nastgpne wychylenie w potowie 1-go cyklu (wartos¢
A na Rys. 2.1) rOwne jest x, —2x, , a kolejne po 1-szym cyklu (warto$¢ A, na Rys. 2.1)
wynosi x, —4x, . Jak wida¢ przy ruchu tlumionym za pomoca tarcia suchego amplituda
maleje z kazdym wahnigciem (potowa cyklu) o t¢ sama odleglo$¢ 2x, . Wynika z tego, ze
po pewnej skonczonej liczbie wahnig¢¢ kolejna amplituda stanie si¢ mniejsza od x, 1iruch
ustanie, gdyz przy malym wychyleniu sita sprezyny jest mniejsza od sity tarcia.

4. Estymacja wspoélczynnika ttumienia wiskotycznego z uwzglednieniem tarcia
suchego

Zaprezentowang metode separacji tarcia coulombowskiego od wiskotycznego mozna
traktowac jako udoskonalong wersj¢ metody klasycznego logarytmicznego dekrementu
tlhumienia drgan [2,3,4]. Rowniez bazuje ona na zapisie drgan swobodnych, thumionych
ukfadu o jednym stopniu swobody. Obliczanie dekrementu amplitudy drgan w kolejnych
cyklach daje mozliwos¢ ocenienia efektu tarcia suchego. Metoda ta z zalozenia jest
przeznaczona do stosowania w uktadach, w ktérych dominuje tarcie wiskotyczne 1
coulombowskie, a przypadek tego eksperymentu tej sytuacji odpowiada.
Rozwazamy uktad modelowany jako liniowy uktad o jednym stopniu swobody,

opisany rOwnaniem:

mi+cx+kx+ f(x)=0, 4.1)

gdzie x jest wspotrzedng opisujaca przemieszczenie, m, ¢ i k s3 odpowiednio masag,
wspotczynnikiem tlumienia wiskotycznego i sztywnoscia sprezyny, a f(x) jest
przyjetym modelem tarcia Coulomba. Réwnowaga uktadu jest osiagni¢ta w chwili, kiedy
¥=x=0. Potozenia rownowagi sa okreslone zaleznoscia:

_'xxl S X S 'xxl 4 'xxl = fvl /k
Réwnanie (4.1) jest mozliwe do rozwigzania przedziatami i ma forme:
i+2lwi+ @’ x=-&'x,, x>0, (4.2)

oraz
i+2lwi+ @’ x=+&'x,, x<0, (4.3)

gdzie &’ =,/£, 2éw="", oraz x, _e,
m m m

Przy warunku poczatkowym x(z,)=X,>x, oraz i(z,)=0 ruch rozpoczyna si¢ z
predkoscig ujemng. Rozwigzaniem rownania (3) jest

x(t)=(X,—x, )e ) (cosa, (t—1,)+ Bsinw, (1 —1,)) + x,. (4.4)



Tutaj @, = w\J1-&* jest czgstoscig wiasna drgan ttumionych, a warto$¢ S okresla wzor:

b= ¢ . 4.5)

Rozwigzanie (4.4) jest wazne do chwili, kiedy predkos¢ wrdci do wartosci zerowej,
nastepuje to w czasie okreslonym przez t=t;=to+ @/ @y, przy wartosci przemieszczenia:

X, =x(t,)=—e"" X, + (e +1)x,. (4.6)

Przy X;< —x, nastepuje odwrdocenie kierunku ruchu i poslizg trwa z dodatnig wartoscia
predkosci — réwnanie (4.3). Rozwigzanie ma wtedy forme:

x(t)=(X, +x,)e* " (cos@, (1—1,)+ Bsine, (1-1,)) - x,. (4.7)

Jego waznos¢ trwa do momentu, kiedy predkos$¢ spadnie znowu do zera, co nastgpi w
czasie t=t,=t;+ 7/ @y, a warto$¢ przemieszczenia bedzie wynosic:

X2=x(t2)=—e_’6”X1—(e_ﬂ”+1)xk. (4.8)

Jesli X»>xy, to ruch bedzie trwat dale;.

Taki opis mozna kontynuowac¢ do —x; < Xn < xy, kiedy ruch zatrzymuje si¢. Iteracje
takie prowadza do rdwnania odwzorowujacego kolejne wartosci maksimow i minimow w
rozwigzaniu:

X, ==X +(=1)" (e +1)x, i=12..n. (4.9)

Na podstawie analizy takich sekwencji miniméw 1 maksiméw mozna dokona¢ izolacji
efektu tlumienia wiskotycznego oraz tarcia Coulombowskiego. Suma kolejnych wartosci
ekstreméw kasuje efekt tarcia suchego, biorgc pod uwage relacj¢ dwu kolejnych sum
dostaje si¢:

X. +X,
T (4.10)
X +X,
Dekrement logarytmiczny daje warto$¢ thumienia wiskotycznego:
X +X,
log——5L =—fr. 4.11
&Y v X, B (4.11)

Po wyznaczeniu warto$ci £ mozna okresli¢ wspélczynnik tlumienia wiskotycznego &
oraz parametr tarcia suchego x; z rownania (4.9). Problemem w eksperymencie w
ukladzie rzeczywistym moze by¢ trudnos¢ okreslenia potozenia, w ktérym sprezyna nie
jest napieta. Pomiary moga posiada¢ wtedy przesunigcie ze wzgledu na sformutowanie



zagadnienia. Mozna takie przesunig¢cie usung¢, analizujac nie wartosci ekstremow, ale
réznice pomi¢dzy nimi: Y;:

Y, =Y =—?(Y,-Y.)+2(-1) (e +1)x, i=12,..n-1 (4.12)

1

Droga sumowania mozna wyeliminowa¢ udzial tarcia suchego. Alternatywne rownanie
dekrementu jest wtedy:

LA ANELS (4.13)
Y -Y.,
lub:
Y, - X,
l Zitl il TT. 4.14
Ty Ty B (4.14)
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Rys. 4.1. Przyktadowy przebieg drgafh swobodnych thumionego oscylatora

Na rysunku pokazano przykladowy przebieg zarejestrowanych drgan swobodnych
thumionego oscylatora. Poddano go nastgpnie analizie w sposOb opisany powyze;j.
Sygnalem mierzonym bylo przemieszczenie. Jak wida¢, uktad wykonal szes¢ peilnych
cykli drgan ttumionych do momentu zatrzymania w polozeniu X,=0.0475 m. Stosujac
wzor (4.13) dla nastgpujacych po sobie amplitud maksymalnych przemieszczen,
wyrazenie opisujace dekrement logarytmiczny redukuje si¢ do postaci:

Lot hy _ oo (4.15)
Y, +1

gdzie Y; (i=0,1,...,10,11) s3a rzeczywistymi przemieszczeniami oscylatora wzgledem
potozenia ustalonego X,, czyli Y;=X;-X,. Zatem w tym przebiegu mozna odczytaé, ze



Yy,=0.0133, Y;=-0.0113, Y;,=0.0017, i Y;;=-0.0015, stad wartosci parametrow
charakteryzujacych tlumienie wiskotyczne wynoszg [(=0.0733 (wzér (4.15)), &=0.0730
(wzér (4.5)). Oszacowany rzeczywisty wspotczynnik thumienia c=2m@é=18.97 kg/s. Po
usrednieniu  danych z kilkunastu zebranych przebiegow takich drgan otrzymano
ostatecznie warto$¢ wspoélczynnika thumienia wiskotycznego wynoszacg c=16.85 kg/s.

5. Przebieg ¢wiczenia

Obiektem identyfikacji jest doswiadczalny oscylator jednym stopniu. Przebieg ¢wiczenia
polegajacego na identyfikacji rzeczywistego wspoétczynnika ttumienia wiskotycznego na
tym stanowisku wyglada jak nastepuje.

1. Rejestracja przy pomocy analizatora drgan DAP (Data Acquisition Procesor)
firmy MICROSTAR kilku, co najmniej trzech przebiegéw czasowych
zarejestrowanych podczas prob drgan swobodnych.

2. Przygotowanie w arkuszu kalkulacyjnym EXCEL szablonu do analizy wynikéw
na podstawie zamieszczonego w instrukcji przyktadu oraz zgodnie z instrukcjami
prowadzacego ¢wiczenie.

3. Wprowadzenie danych odczytanych z zarejestrowanych przebiegéw do
przygotowanego szablonu.

4. Obliczenie bezwymiarowych warto$ci wspéiczynnika ttumienia wiskotycznego S,
& oraz rzeczywistej wartosci ¢, a nastgpnie usrednienie tych wartosci dla
wszystkich zarejestrowanych préb.
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