Cwiczenie 7

DRGANIA SWOBODNE UKEADU O DWOCH STOPNIACH
SWOBODY

1. Cel ¢wiczenia

Doswiadczalne wyznaczenie czg¢stoSci drgan wiasnych uktadu o dwéch
stopniach swobody, pokazanie postaci drgan odpowiadajacych tym czgstosciom,
a takze obserwacja i analiza zjawiska dudnienia.

2. Wprowadzenie teoretyczne

Przedmiotem rozwazan jest uktad przedstawiony na Rys. 7.1. Sktada si¢ on z
dwoch jednakowych wahadet fizycznych potaczonych sprezyna o sztywnosci .
Wahadta charakteryzuja si¢ tym, ze masa ciata m zamocowanego na koncu preta
o dlugosci [ jest w przyblizeniu réwna masie preta m,. Dla uproszczenia
pomini¢to wymiary zawieszonych cigzarkéw, traktujac je jako ciata o masach
skupionych w punktach, w odlegtosci / od osi obrotu. Sprezyna jest
zamocowana w odlegtosci od osi obrotu, przy czym /; = 0,5 /.

Rys. 7.1. Model uktadu

Do wyznaczenia dynamicznych réwnan ruchu wokdét potozen réwnowagi
wahadet przedstawionych na Rys.7.1 w postaci zlinearyzowanej zastosowano
druga zasad¢ Newtona dla ruchu obrotowego

Bp=>M, (7.1)
gdzie: B — masowy moment bezwtadnosci wahadta;
@ - kat obrotu wahadta mierzony od potozenia réwnowagi (Rys. 7.1);
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M — moment sit zewnetrznych (sit cigzko$ci oraz sit ugiecia sprezyny)
dziatajacych na wahadto.

Masowy moment bezwladno$ci wahadla wzgledem osi obrotu okresla
zaleznos¢:

ml*

B= +ml? =%mlz. (7.2)

Dla pierwszego wahadla wykonujacego male drgania wokdél potozenia
rownowagi, dynamiczne réwnanie ruchu (7.1) ma nastgpujaca postac:

4 . l LY Y

Eml @, =— mg5+mgl o —k 5 o +k 5 Q,. (7.3)
Analogiczne réwnanie ruchu drugiego wahadla jest postaci:

4 ! Y Y

gmlz% = —(mg 5 + mglj{p2 - k(zj 0, + k(zj o, . (7.4)

Uktad sprzezonych réwnan rézniczkowych (7.3) 1 (7.4) stanowi
zlinearyzowany model matematyczny badanego uktadu. Po przeksztatceniach
model ten mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

2 2
imlng1 +(%mgl +ﬂ}p1 —ﬂ(pz =0;

3 4 4
(7.5)
—ml*@, + ém l+£ —ﬂ =0
®, > 8 4 0, 4 0

Wprowadzajac warunki poczatkowe dostarcza sig¢ porcj¢ energii do uktadu w
celu wywotania jego drgan swobodnych. Rozwiazan szczegdlnych
jednorodnego uktadu réwnan rézniczkowych (7.5) poszukuje si¢ wtedy w
postaci:

o =A s1.n(0(t +9); 7.6)

@, = A, sin(at +90).

Po podstawieniu rozwiazan (7.6) do (7.5) i sformutowaniu warunku
spetniania rozwiazan w kazdej chwili czasu, otrzymuje si¢ jednorodny uktad
réwnan algebraicznych z niewiadomymi amplitudami A, i A, oraz czgstoscia &
jako parametrem w postaci

(_ bnaz +ky, )Al +k,A, =0;
ky A+ (_ b’ + ks )Az =0,

gdde: p =p = Fmis k =k =N & =k, = mgl+ L.
3 4 2 4

(1.7)

11 2
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Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan uktadu réwnan (7.7) jest
zerowanie si¢ jego wyznacznika gléwnego

2

—b,a” +k k122 o 78)

k21 - bzza + kzz
Na podstawie warunku (7.8) otrzymuje si¢ réwnanie czesto$ci w postaci:
a,4 _ bnkzz +b22k11 az + knkzz _k12k21
by,b,, by,b,,

Rozwiazujac réwnanie dwukwadratowe (7.9) wyznacza si¢ czgsto$ci wlasne

badanego uktadu

=0. (7.9)

a12:9§,

8 (7.10)
»_ 98 3k

> 81 8m

Istnieja wigc zawsze dwie czgstosci kotowe ¢ oraz oy, przy ktérych mozliwe
sa drgania harmoniczne rozpatrywanego uktadu. Posta¢ drgan uktadu, przy
ktérej wykonuje on drgania harmoniczne, nazywa si¢ postacia gléwna drgan.
Podstawiajac do uktadu réwnan algebraicznych (7.7) & w miejsce ¢, otrzymuje
si¢ uktad réwnan dla amplitud drgan swobodnych pierwszej postaci

(_ b11a12 +k, )An +k,A, =0;

ky Ay + (_ bzzal2 +ky )A21 =0,

gdzie: A;; - amplituda drgan wahadla pierwszego odpowiadajaca pierwszej
postaci drgan,

Ay - amplituda drgan wahadia drugiego odpowiadajaca pierwsze]
postaci drgan.

(7.11)

Réwnania (7.11) sa liniowo zalezne, co wynika z zerowania si¢ ich
wyznacznika gléwnego. Z dowolnego z réwnan (7.11) mozna wyznaczy¢
warto$¢ stosunku amplitud v; = A, /Ay, = 1, okre$lajacy posta¢ uktadu w czasie
drgan harmonicznych o czgstosci ¢;.

Postepujac analogicznie z czgstoscia o, otrzymuje si¢ warto$¢ stosunku
V, = Ap/ Ap = -1. Otrzymane w ten sposéb stosunki nazywamy wspoétczyn-
nikami gléwnych postaci drgan.

Rozwiazanie ogélne rozpatrywanego ukladu réwnan (7.5) mozna
przedstawi¢ w postaci

@, (1) = A, sin(a, t+0,)+ A, sin(a, 1+ 5, );

. . (7.12)
@,(t)=A, v, sin(a, t+0,)+ AV, sin(a, t +3,).

79



Po uwzglednieniu wartosci liczbowych v; oraz v, rozwigzania (7.12) mozna
zapisa¢ w postaci
@, (t) = A, sin(a, t+0,) + A, sin(a, t + 0,);

o,(t) = A, sin(a, 1+ 6,) — A, sin(a, t + 6,),

gdzie: Ay, A, O, 0,— state zalezne od warunkéw poczatkowych.

Mozna postawi¢ pytanie: Jakie warunki poczatkowe nalezy zada¢, aby
obserwowac¢ poszczeg6lne gldwne postacie drgan?
Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

(7.13)

@ = (1=0); ®y = @, (1 =0);
d d (7.14)
W,y = d¢1 ’ Wyy = =
iz dr |,

Uwzgledniajac (7.14) w (7.13) otrzymuje si¢
@, =A,sind, +A,sind,;
Py = A, 8In 6, — A, 8in 6

(7.15)
®,, = A&, cos b, + A,0, cos J,;

@,, = A, &, cos 8, — A, &, cos 0,.

Jesli chcemy obserwowa¢ drgania pierwszej postaci musimy zatozy¢ A, = 0.
Wéwcezas @ - @ = 0, czyli @ /¢ = 1 = v, zatem warunki poczatkowe
dotyczace przemieszczen wahadet sa proporcjonalne do postaci gtéwnej drgan.
Analogicznie @yo- ah =0, czyli wyo= @y (W szczegdlnosSci mozna przyjac wyo=
W = 0).

Oznacza to, ze drgania wlasne pierwszej postaci mozna obserwowac przy
przyjeciu warunku poczatkowego ¢o= ¢, co oznacza wychylenie obu wahadet
o ten sam kat (w odniesieniu do jego wartosci i znaku). Postgpujac analogicznie,
mozna doj$¢ do wniosku, ze drgania wlasne drugiej postaci wystepuja przy
warunku poczatkowym ¢y = -¢y. Obraz graficzny drgan wilasnych pierwszej i
drugiej postaci przedstawia Rys. 7.2.

a)

Rys. 7.2. Postacie drgan wlasnych a) pierwsza, b) druga.
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1.1. Zjawisko dudnienia

Ciekawy przypadek mozna otrzyma¢ przyjmujac w chwili poczatkowe;j
ruchu wahadet: ¢ = @ oraz @y = 0, @, = @y = 0. Na podstawie (7.15) jest
wowczas

@, = A, sind, + A, sin d,;
0=A,sino, — A, sind,; (1.16)
0=A,a,cos9, + A,&, cosd,;
0=A,a,cosd, —A,x, cosd,.
Z pierwszego i drugiego réwnania (7.16) otrzymuje si¢
¢, =24, sind,. (7.17)
Z trzeciego 1 czwartego rownania (7.16) oraz z warunku istnienia
niezerowych rozwiazan dla A, i A, otrzymuje si¢ o, = 6, = £/2. Uwzgledniajac
powyzsze zalezno$ci otrzymuje si¢

1
All :AIZ :§¢0’ (7.18)
oraz rozwiazanie ogdlne w nastgpujacej postaci:
1 1
Q,(t) = —@,cosat +— @, COS,t;
2 2
1 1 (7.19)
Q,(t) = By @, cosat — Py @, COS Ot

Korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych wyrazenia (7.19) mozna
przedstawi¢ nastgpujaco:

Ql (t) = ¢0 Cos[u[j COS[MIJ ;
2 2
0,() =9, sin(% tj sin(% tj .

Przebieg rozwiazan (7.20) przedstawia Rys. 7.3. Wida¢, ze w przypadku
sprzezenia dwoch identycznych uktadéw drgajacych o jednym stopniu swobody
drgania w ukladzie sprz¢zonym maja charakter dudnien. Energia okreslona
przez warunki poczatkowe jest przekazywana okresowo z jednego uktadu do
drugiego. Zjawisko to przedstawia Rys. 7.4.

(7.20)
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Rys. 7.3. Rozwiazania (7.20) ilustrujace zjawisko dudnienia.

W pierwszej chwili wahadto / wykonuje drgania, wahadlo 2 jest
nieruchome (Rys. 7.4a). Ruch ten mozna zinterpretowac jako sume¢ dwéch drgan
wlasnych pierwszej i drugiej postaci o czgstoSciach ¢y i . Przy dostatecznie
bliskich wartoSciach tych czgstosci potrzeba pewnego czasu (odpowiadajacego
kilku okresom), aby nastapito przesunigcie faz. W pewnej chwili przesunigcie
faz obu postaci wynosi 180°, co ilustruje Rys. 7.4b. Dodajac oba przedstawione
ruchy, mozna zauwazy¢, ze wahadlo / jest teraz nieruchome, podczas gdy
wahadlo 2 wykonuje drgania o amplitudzie @, Zjawisko to powtarza si¢ i
drgania przenosza si¢ z jednego wahadta na drugie.

3. Stanowisko pomiarowe

Stanowisko pomiarowe jest przedstawione na Rys. 7.5. Odpowiada ono
modelowi teoretycznemu przedstawionemu na Rys. 7.1. Wahadta sa podparte w
dwoch pryzmach i moga wykonywac drgania tylko w plaszczyznie pionowe;.

82



a)

] ? ] ? ]
\ o
\ \ \ \ !
\ \ \ \ I
\\ \ \ \\ II
_| \ \
\ = NN+ M
?y \ 0, \ 0
(8 \ 7 \ — \ ) \
\ ] \ T~ \ =~ \
b)
1 2 1 2
! 2
\ o
\ \ | \ \
\ \ l \ \
AN | ! \
— \ | — _/
\ \ /I \
\ \ \
L2 I A0 I W A < W (2
1

Rys. 7.4. Nakladanie si¢ drgan pierwszej i drugiej postaci podczas dudnienia.

4. Przebieg ¢wiczenia

1. W celu wyznaczenia pierwszej czgsto$ci drgan wlasnych uktadu nalezy:
a) wychyli¢ oba wahadta o taki sam kat co do wartos$ci i zwrotu,

b) przy uzyciu stopera zmierzy¢ czas 20 okreséw drgan swobodnych,
¢) pomiar czasu 20 okreséw drgan powtdrzy¢ dwukrotnie,

d) obliczy¢ wartos$¢ §rednia okresu drgan swobodnych,

e) na podstawie obliczonej warto$ci okresu wyznaczy¢ warto$¢ pierwszej
czestosci drgan wiasnych badanego uktadu.
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Rys. 7.5. Schemat stanowiska pomiarowego

2. W celu wyznaczenia drugiej czgstosci drgah wlasnych uktadu nalezy:

a) wychyli¢c oba wahadla o takie same katy co do wartosci, lecz o
przeciwnych zwrotach,

b) przy uzyciu stopera zmierzy¢ czas 20 okreséw drgan swobodnych,

¢) pomiar czasu 20 okreséw drgan powtdrzy¢ dwukrotnie,

d) obliczy¢ wartos$¢ $rednia okresu drgan swobodnych,

e) na podstawie obliczonej warto$ci okresu wyznaczy¢ warto$¢ drugiej
czestosci drgan wiasnych badanego uktadu.

3. W celu wyznaczenia czgsto$ci dudnienia nalezy:
a) wychyli¢ jedno wahadto o maty kat (@, <, 5°),
b) przy uzyciu stopera zmierzy¢ czas 5 okreséw dudnienia,
¢) pomiar czasu 5 okreséw dudnienia powtdrzy¢ dwukrotnie,
d) obliczy¢ wartos$¢ $rednia okresu dudnienia,
e) na podstawie obliczonej wartosci okresu wyznaczy¢ warto$¢ czegstosci
dudnienia.
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4. W celu poréwnania wyznaczonych czgstosci z ich warto§ciami teoretycznymi
nalezy:
a) obliczy¢ czgstosci drgan swobodnych ¢ 1 ¢, na podstawie wzordw (4.6),
b) obliczy¢ warto$¢ czestosci dudnienia o= o - ¢4,
¢) przeprowadzi¢ analiz¢ wynikow teoretycznych i doswiadczalnych.
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6. Sprawozdanie z wykonania ¢wiczenia winno zawierac:
1) Cel ¢wiczenia,
2) Tabelg zawierajace wyniki pomiaréw w nastgpujacej postaci:

Wyznaczenie I-szej czesto$ci kolowej drgan wlasnych ukladu

Czas 20 okreséw drgan swobodnych:

T11= ........................ [S]; T12= .......................... [S]; T13= ............................ [S]
U , L, +T, 47,
Warto$¢ srednia okresu drgan swobodnych: 7} = ———— =
3x20
2z

Warto$¢ I-szej czgstosci kotowej drgah wlasnych: o, = —=
1

Wyznaczenie I1-giej czestosci kolowej drgan wlasnych ukladu

Czas 20 okreséw drgan swobodnych:

T21 . [S], T22 N [S], T23 e [S]
T, +T,+T
Warto$¢ $rednia okresu drgan swobodnych: 7, = 2L 2 B o
3x20
2

Warto$¢ II-giej czestosci kotowej drgan wlasnych: &, = —=
2

Wyznaczenie czestosci dudnienia

Czas 5 okreséw dudnienia:

le . [S], sz N [S] ) Td3 e [S]
T,,+T, 6 +T
Warto$¢ $rednia okresu dudnienia: 7, = —dl “d2 d3 o
3x5
. - .. 27
Warto$¢ cze¢stosci dudnienia: @, = — =
d
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3. Wyniki obliczen teoretycznych:

Dane liczbowe:

sztywnos¢ sprezyny: k =
masa na konficu preta: m =.
dtugos$¢ preta: [=

Obliczenie I-szej czgstosci kotowej drgan wiasnych:

9
a] = —g =
81
Obliczenie II-giej czgstosci kotowej drgan wiasnych:
9 3k
az = —g + —— =
81 8m
Obliczenie czestosci dudnienia:
ad = aZ - al =

4. Poréwnanie wynikéw doswiadczalnych i teoretycznych
5. Whnioski



