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TMM-1
Wyznaczanie wspolrzednych tensorow bezwladnosci
czlonow manipulatorow

Celem (¢wiczenia jest doswiadczalne wyznaczanie wspotrzednych tensorow bezwiladnosci
cztonow manipulatora NM7M w uktadach wspotrzednych zaczepionych w srodkach mas
czlonow metodami zawieszenia jedno i trojnitkowego.

1. Definicja tensora bezwladnosci ciala sztywnego

Dos$wiadczalne wyznaczanie momentow bezwladnosci jest metoda stosowana w przypadkach
cial o nieregularnych ksztattach, ktorych momenty bezwladnosci nie jest atwo wyznaczy¢
metodami analitycznymi czyli metodami opartymi na wymiarach geometrycznych ciat.

W przypadku ruchu obrotowego ciata sztywnego wokoét okreslonej osi znane jest pojecie
masowego momentu bezwtadnos$ci. Analizujac dynamike ciata statego mogacego obracac si¢
wokot dowolnej osi w przestrzeni potrzebna jest znajomos¢ pelnego rozktadu masy, ktory to
rozklad wyrazamy poprzez tensor bezwladnosci ciala sztywnego. Tensor bezwtadno$ci
okreslany jest w uktadzie wspotrzednych zwigzanym z ciatem. Tensor bezwladnosci jest wigc
zbiorem wielko$ci definiujacych rozktad masy ciata sztywnego wzgledem osi konkretnego
uktadu wspotrzednych, najczesciej uktadu zwigzanego z ciatem. Ogdlnie tensor bezwtadnos$ci
wyrazamy w postaci macierzy

Bxx _Bxy _sz
I=|-B, B, -B, (1.1)
_sz _Byz Bzz

gdzie: By, B,y, B.. — momenty bezwladnosci ciala wzgledem poszczegdlnych osi ukladu
wspotrzednych, B,,, B,., B, — momenty od$rodkowe bezwladnosci, wyznaczane wzgledem
poszczegoOlnych ptaszczyzn uktadu wspotrzednych. Momenty bezwiadnosci w rownaniu (1.1)
mozemy zapisac¢ jako

By = [, (v* +2%)dm =p|[f, (y* + 2*)dV
B, = Im(x2 +zz)dm =,0”L(x2 +22)dV

B, = (x*+y*)dm =pmy(x2 +y2)dV
(1.2)
B,, = Im xydm =pj‘”;/ xydV

B, = jm xzdm :p” IV xzdV
B, = _[m yzdm :p”'[V yzdV

gdzie: p - gestos¢ materiatu ciala, V' — objetos¢ ciata, dV — rézniczkowe elementy objetosci na
ktore podzielone jest ciato, dV=dxdydz, natomiast x, y, z oznaczaja wspotrzedne potozenia
elementu ciata dm=pdV wzgledem osi przyjetego uktadu wspdtrzednych (element o masie dm
jest traktowany jako punkt materialny).

Jak wida¢ z rownania (1.2) wspoirzedne tensora bezwladnosci zaleza od potozenia i orientacji
uktadu wspotrzednych wzgledem zapisujemy tensor bezwtadnosci ciata. Dobierajac orientacjg
uktadu wspoétrzednych tak by jego osie pokrywaty si¢ z gtlbwnymi osiami bezwtadnos$ci ciata
uzyskujemy wyzerowanie odsrodkowych momentéw bezwiadnosci.
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Tensor bezwtadnos$ci (1.1) ma wowczas postaé

BS 0 0
I=| 0 B 0 (1.3)
0 0 BE

Nalezy pamigtaé, ze kazda o§ symetrii ciata jest jego gtowna centralna osia bezwtadnosci
oraz jezeli cialo posiada ptaszczyzng symetrii, to kazda prosta prostopadta do tej ptaszczyzny
i przechodzaca przez srodek masy jest gldwna centralna osia bezwtadnosci.
Z praktycznego punktu widzenia mozemy stwierdzi¢, ze jezeli dwie osie uktadu
wspotrzednych tworza plaszczyzng symetrii dla rozkladu masy ciala, to momenty
odsrodkowe majace indeks wspotrzednej prostopadiej do ptaszczyzny symetrii beda rowne
Zero.
Dodatkowo nalezy pamigtac, ze suma trzech momentow bezwladnosci wzgledem osi uktadu
wspolrzednych nie zalezy od orientacji uktadu wspotrzednych.
Rézne metody przypisywania cztonom manipulatora ich uktadow wspotrzednych wymagaja
czasem konieczno$ci wyznaczania wspotrzednych tensoréw bezwtadnosci wzgledem uktadow
wspotrzednych przesunigtych wzgledem siebie. W takich przypadkach korzystamy z
twierdzenia o osiach rownoleglych. Twierdzenie to wiaze tensory bezwladnosci ciatla,
wyznaczone w dwoch przesunigtych wzgledem siebie uktadach, z ktorych jeden zaczepiony
jest w srodku masy ciata. W takim przypadku masowe momenty bezwtadnosci wzgledem osi
np. x i momenty odsrodkowe wzgledem ptaszczyzny np. xy powiazane sa zaleznosciami:

Bi =By +m(yZ +27) L

B ;j, =B XCy —mx.y,
gdzie goérny indeks C oznacza momenty bezwladnosci w ukladzie wspotrzednych
zaczepionym w $rodku masy ciata natomiast wektor [x., e, zc]' okresla potozenie $rodka
masy w ukladzie 4. Pozostale momenty bezwtadnosci i momenty odsrodkowe mozemy
wyznaczy¢ analogicznie do (1.4) zmieniajac jedynie indeksy dolne.

Wigkszos¢ cztondw manipulatoréw ma ztozone geometrycznie ksztalty, co czgsto
uniemozliwia zastosowanie wzoréow (1.2). Alternatywa sa metody doswiadczalnego
wyznaczania wspotrzednych tensorow bezwladnosci cztonow manipulatorow. Zatozeniem
podstawowym prezentowanych metod doswiadczalnych jest zatozenie, iz srodek masy tarczy
znajduje si¢ w jej geometrycznym srodku.

1.1 Manipulator NM7M

Schemat manipulatora NM7M przedstawiono na Rys. 1.1. Manipulator NM7M, [1],
przeznaczony jest do ciaglego powtarzalnego przemieszczania drobnych przedmiotow na
stanowiskach obrobczych, montazowych, kontrolnych lub do realizowania czynnoSci
transportu bliskiego. Manipulator posiada konstrukcje modutowa i1 sklada si¢ z modulu
obrotnicy, modutu przemieszczen liniowych pionowych, modutu przemieszczen liniowych
poziomych 1 chwytaka. Zasilanie manipulatora - pneumatyczne. Przedmiotem badan
laboratoryjnych sa moduty przemieszczen liniowych MLL40, MLL63, MLL100, Rys. 1.2. W
tabeli 1.1 przedstawiono podstawowe parametry techniczne modutow liniowych.
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JTT U
8

rotative module

Rys. 1.2. Schemat modutow seriit MLL [1].  Rys. 2.1. Model zawieszenia jednostrunowego.

Parametry techniczne Modut przemieszczen liniowych
MLL 40 MLL 63 MLL 100
zakres przemieszczenia [mm] 40 63 100
wymiary A x Bx C [mm] 176x76x36 | 224x76x36 | 311x93x42
zasilanie pneumatyczne [MPa] 0.4-0.6
powtarzalno$¢ pozycjonowania [mm] +-0.05
sterowanie elektropneumatyczne

[1] zrédlo - Osrodek Badawczo-Rozwojowy Podstaw Technologii i Konstrukeji Maszyn
TEKOMA w Warszawie.
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2. Metoda zawieszenia jednonitkowego

Stanowisko pomiarowe sktada si¢ ze stojaka, na ktorym zawieszona jest na strunie stalowej
tarcza, Rys. 2.1. Na tarczy mozna umieszcza¢ badane ciato. Zat6zmy niewielkie, do 10 stopni,
wychylenia skr¢tne tarczy z potozenia rownowagi opisane zmienng ¢. Zgodnie z druga zasada
Newtona rownanie rozniczkowe ruchu tarczy ma wowczas postaé
2
By d—f +M =0 @.1)
dt
gdzie: By — moment bezwladno$ci tarczy wzgledem osi struny, M — moment reakcyjny
zwiazany ze skreceniem struny. Moment ten jest liniowo zalezny od kata skrgcenia struny ¢ 1
ma postac
GI
M 7 (2.2)
gdzie: G — modut sprezystosci postaciowej struny (wlasno$¢ materiatu z ktérego wykonana
jest struna), / — biegunowy moment bezwtadnos$ci kotowego przekroju poprzecznego struny,
L — dlugo$¢ struny.
Wstawiajac rownanie (2.2) do réwnania (2.1) otrzymujemy

2
de  GL =0 (2.3)
dt* B L
Ogolnie rownanie (2.3) drgan tarczy mozemy wyrazi¢ jako
2
d—f +alp=0 (2.4)
dt

Czestos¢ kotowa drgan wlasnych tarczy wynosi wigc

BrL

27?,' BTL
T :—:272' _— 2.6
r=- A\ Gl (2.6)

Przeksztalcajac rownanie (2.6) mozemy wyznaczy¢ moment bezwtadnosci tarczy wzgledem
pionowej osi obrotu (czyli struny)

natomiast okres drgan

GI

BT = >
4r°L
Jak widzimy we wzorze (2.7) wyrazenie GI/47°L jest warto$cia stata. Umieszczajac na tarczy

czton manipulatora w taki sposob by srodek masy cztonu lezat na linii osi obrotu tarczy z
cztonem uzyskujemy

T [kgm’] (2.7)

Gl .,
Br+Br =——T, 2.8
ctbr=75.1¢ (2.8)
gdzie: B¢ — moment bezwtadno$ci cztonu wzgledem osi obrotu tarczy, 7¢- okres drgan
skretnych tarczy z umieszczonym na niej czlonem manipulatora.
Podstawiajac (2.7) do (2.8) mamy
GI

BC =
47°L

(T¢ - T7) [kgm?] (2.9)
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Przebieg éwiczenia

1. Pomiar $rednicy struny — d (I=nd*/32) oraz dtugosci struny - L. Materiat struny to stal
35.

2. Wprowadzenie tarczy (bez cztonu) w skrgtny ruch drgajacy o kacie obrotu mniejszym
od 10 stopni.

3. Pigciokrotny pomiar czasu 20 wahnig¢ tarczy bez czlonu manipulatora, obliczenie
sredniej arytmetycznej okresOw wahan tarczy - 77.

4. wyznaczenie metoda zawieszenia nitkowego potozenia srodka masy cztonu.

Przyjecie uktadu wspotrzednych cztonu zaczepionego w srodku masy cztonu.

6. Umieszczenie wybranych cztonéw MLL 40, MLL 63, MLL 100 manipulatora NM7M
na tarczy tak aby jego $srodek masy znajdowat si¢ na osi obrotu uktadu tarcza-czton —
wyznaczenie momentéw bezwtadnosci wzgledem trzech osi przyjetego uktadu
wspotrzednych cztonu — B¢ poprzez zmiang potozenia czlonu na tarczy.

7. Wprowadzenie uktadu tarcza-czton w skretny ruch drgajacy o kacie obrotu mniejszym
od 10 stopni.

8. Pigciokrotny pomiar czasu 20 wahnig¢, obliczenie §redniej arytmetycznej okresow
wahan uktadu tarcza-czton — T¢. Wykonanie pomiarow wzglgdem trzech osi uktadu
wspotrzednych.

9. Obliczenie momentéw bezwtadnosci cztonu wzgledem pionowej osi obrotu (0$
struny) — wzor (2.9) dla trzech pozycji cztonu manipulatora na tarczy.

e

3. Metoda zawieszenia trojnitkowego

Stanowisko pomiarowe sklada si¢ ze stojaka, na ktorym zawieszona jest na trzech nitkach o
jednakowej dlugosci tarcza, Rys. 3.1. Na tarczy mozna umieszcza¢ badane ciato. Zatozmy
niewielkie, do 10 stopni, wychylenia skr¢tne tarczy z polozenia rownowagi opisane zmienng
@. Zgodnie z druga zasada Newtona rownanie rézniczkowe ruchu tarczy ma wowczas postac
2
By d—f +M =0 G.1)
dt
gdzie: By — moment bezwladnosci tarczy wzgledem osi pionowej, M — moment sit
dzialajacych na tarczg.
Roéwnanie (3.1) opisuje skrgtne drgania wlasne niettumione tarczy.

b)

0 :
fFTsme__\\L

fL“
el L &
C;;q’::?* | W\FTS‘""
v\“ LI s

Fsin6 0

Rys. 3.1. Model zawieszenia trojnitkowego. Wychylenia katowe-a), obciazenia sitowe-b).
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Wychyleniu katowemu tarczy ¢ wokol pionowej osi przechodzacej przez jej srodek masy
odpowiada obrot nici zawieszenia tarczy o kat 0, Rys. 3.1a. Mozemy wigc zapisa¢ zalezno$¢
obu katéw jako
ro=1L0O (3.2)
gdzie: r — promien mierzony od $rodka tarczy do punktu zamocowania nici,
L — dhugos$¢ nici.
Rozwazajac dowolne skretne wychylenie tarczy z potozenia rownowagi mozemy naprgzenie
w nici Fr, Rys. 3.1b, wyrazi¢ poprzez sktadowa pionowa Frcos® oraz pozioma Frsin®.
Rzutujac wszystkie sily dzialajace na tarczg na kierunek pionowy otrzymujemy
3Frcos®=mpg (3.3)
gdzie: my — masa tarczy.
Pamigtajac o zatozeniu matych katowych wychylen tarczy 6 < 10° réwnanie (3.3) ma postaé
3Fr =mpg (3.4)
Z kolei sktadowa pozioma sily naprgzenia nici jest sita styczna do promienia okrggu
zamocowania wszystkich trzech nici. Mozemy wigc moment sil dziatajacych na tarcze
wzgledem osi pionowej przechodzacej przez Srodek masy tarczy zapisaé jako

M =3F;rsin® (3.5)
dla 0 < 10° réwnanie (3.5) przyjmuje postaé
M =3F;r® (3.6)
Wstawiajac rownanie (3.6) do rownania (3.1) otrzymujemy
2
By d—f +3Fr0=0 (3.7)
dt
Z réwnan (3.2) oraz (3.4) mamy
ry mrg
0=-"> Fr=—2% 3.8
7 r=T (3.8)
Podstawiajac rownanie (3.8) do (3.7) otrzymujemy réwnanie drgan tarczy w postaci
2 2
Lo e, (3.9)
dt BrL

Czestos¢ kotowa drgan wlasnych tarczy wynosi wigc
2
o= T8 (3.10)
BrL
_27

BrL
Ir = 27 L 5
o mrgr

natomiast okres drgan

(3.11)

Przeksztatcajac réwnanie (3.11) mozemy wyznaczy¢ moment bezwladnosci tarczy wzgledem
pionowej osi obrotu przechodzacej przez jej srodek masy

2
B, _ g

r— , 2
477 L

Umieszczajac na tarczy czton manipulatora w taki sposob by $rodek masy cztonu znajdowat
si¢ na osi obrotu tarczy z czlonem uzyskujemy réwnanie (3.9) w postaci

2 2
d"p | tnrxme)er (3.13)
dt*  (Br+Bc)L

7 [kgm’] (3.12)
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gdzie: m¢ — masa cztonu manipulatora, B¢ — moment bezwtadnosci cztonu wzgledem osi
obrotu tarczy.
Przeksztalcajac (3.13) analogicznie jak rownanie (3.9) mamy

2
e g g, [kgm’] (3.14)
4r7°L
gdzie: T¢ — okres drgan skrgtnych uktadu tarcza - czton manipulatora.

Be

Przebieg éwiczenia

1. Pomiar masy tarczy - mr, promienia zaczepienia nici — » oraz dlugosci nici - L.

2. Pomiary mas wybranych cztonow MLL 40, MLL 63, MLL 100 — m¢ manipulatora
NM7M.

3. Obliczenie momentu bezwtadnosci tarczy wzgledem pionowej osi obrotu
przechodzacej przez jej srodek masy - Br.

a. wprowadzenie tarczy (bez cztonu) w skretny ruch drgajacy o kacie obrotu
mniejszym od 10 stopni.

b. pigciokrotny pomiar czasu 20 wahnig¢, obliczenie $redniej arytmetycznej
okresOw wahan tarczy - T7.

c. obliczenie momentu bezwtadnosci tarczy wzgledem pionowej osi obrotu
przechodzacej przez jej srodek masy — wzor (3.12).

4. Umieszczenie cztonu na tarczy tak aby jego srodek masy znajdowat si¢ na osi obrotu
uktadu tarcza - czlon — wyznaczenie momentow bezwladnosci wzgledem trzech osi
przyjetego uktadu wspotrzednych cztonu — B¢ poprzez zmiang potozenia cztonu na
tarczy.

a. wprowadzenie uktadu tarcza - czton w skretny ruch drgajacy o kacie obrotu
mniejszym od 10 stopni.

b. pigciokrotny pomiar czasu 20 wahnig¢, obliczenie $redniej arytmetycznej
okreséw wahan ukltadu tarcza - czton — T¢.

5. obliczenie momentu bezwladnosci cztonu wzgledem pionowej osi obrotu
przechodzacej przez jej srodek masy — wzor (3.14).
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SPRAWOZDANIE Z DOSWIADCZALNEGO WYZNACZANIA TENSOROW
BEZWEADNOSCI METODA ZAWIESZENIA JEDNONITKOWEGO

Wyniki pomiarow doswiadczalnych

Pomiar dtugosci struny L:

Pomiar Wartos$¢ Srednia

1.

3.

Pomiar $rednicy struny d:

Pomiar Warto$¢ $rednia

1.

3.

Pomiar 20 wahni¢¢ samej tarczy 77

Pomiar Wartos$¢ Srednia

hanl had Lol o

Okreslenie wektora potozenia srodka masy cztonu metoda zawieszenia nitkowego:

Pomiar Wartos$¢ Srednia

DN | —

3.

Rysunek cztonu wraz z naniesionym potozeniem $rodka masy oraz przyjetym uktadem
wspotrzednych zaczepionym w §rodku masy:
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Pomiar 20 wahni¢¢ tarczy z czlonem manipulatora 7¢ — wyznaczenie momentu
bezwladnosci wzgledem osi X
Pomiar Warto$¢ srednia

ol el ol

Pomiar 20 wahni¢¢ tarczy z czlonem manipulatora 7¢ — wyznaczenie momentu
bezwladnosci wzgledem osi Y
Pomiar Warto$¢ $rednia

hal had e

Pomiar 20 wahnig¢ tarczy z czlonem manipulatora 7¢ — wyznaczenie momentu
bezwladnosci wzgledem osi Z
Pomiar Wartos¢ $rednia

ol had Ead

Wyniki obliczen, rownanie (2.9)

Masowe momenty bezwtadnosci:
Bxx

Byy

Bzz

Momenty odsrodkowe:

Bxy

Bxz

By:z

Posta¢ tensora bezwladnosci analizowanego czlonu manipulatora:
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SPRAWOZDANIE Z’DOSWIADCZALNEGO WYZNACZANIA TENSOROW
BEZWLADNOSCI METODA ZAWIESZENIA TROJINITKOWEGO

Wyniki pomiarow doswiadczalnych

Pomiar dtugosci struny L:

Pomiar Warto$¢ $rednia
1.
3.
Pomiar masy czlonu manipulatora m:
Pomiar Warto$¢ srednia
1.
3.
Przyja¢ za dane masg tarczy mr= ...... oraz promien mocowania nici » = ...... m.

Pomiar 20 wahni¢¢ samej tarczy 77
Pomiar Wartos¢ $rednia

hanl had Lol o

Pomiar 20 wahni¢¢ tarczy z czlonem manipulatora 7¢ — wyznaczenie momentu
bezwladnosci wzgledem osi X
Pomiar Warto$¢ srednia

bl el i

Pomiar 20 wahni¢¢ tarczy z czlonem manipulatora 7¢ — wyznaczenie momentu
bezwladnosci wzgledem osi Y
Pomiar Warto$¢ $rednia

hal had Lol b

Pomiar 20 wahni¢¢ tarczy z czlonem manipulatora 7¢c — wyznaczenie momentu
bezwladnosci wzgledem osi Z
Pomiar Warto$¢ Srednia

hanll el Bl

10
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Wyniki obliczen

Masowy moment bezwtadnosci tarczy Br, rbwnanie (3.12):
Br

Masowe momenty bezwtadno$ci, rownanie (3.14):

Bxx

Byy

Bzz

Momenty odsrodkowe:

Bxy

Bxz

By:z

Posta¢ tensora bezwladnosci analizowanego czlonu manipulatora:

11
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